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Chapitre 1

Etude de suites numériques
définies par différents types
de récurrence. Applications

Pré-requis

Fonction lipschitzienne.
Théoréme des valeurs intermédiaires.
Théoréme de convergence monotone.

Formule de Taylor-Lagrange.

AN S

Généralités sur les espaces vectoriels.

1.1 Suites récurrentes d’ordre 1

Définition 1. Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction définie sur I & valeurs
réelles telle que f(I) < I. Soit (un)nen la suite définie par : ug € I et Vn € N,
Un+1 = f(Un). (Un)nen est appelée une suite récurrente d’ordre 1.

Proposition 2. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (up)nen la suite définie par : uy € I et
Vn e N upp1 = f(un). Si (un)nen converge, alors sa limite | appartient & I et
vérifie f(I) = 1. Le nombre | est alors appelé un point fize de f.

Démonstration. Yn € N, u,, € I. Or I est fermé. Donc | = lir}rl up € I. De plus, f
n—+0o0

est continue, donc [ = 7L1_1)11{100un+1 = nl_l)Iiloof(un) = f(nl_l)IEOOun) = f(). O
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Remarque. Si la fonction f n’admet pas de point fixe sur I, alors la suite (up)nen
diverge.

Proposition 3. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (up)nen la suite définie par : uy € I et
VneN u,p1 = f(uy). Soit I un point fixe de f. S’il existe un intervalle J < I
contenant 1 et un réel k € [0; 1] tels que :

Veeld |flx) =1l <k|zx-—1

Alors, pour tout ug € J, (un)nen converge.

Démonstration. ug € J et Y € J, |f(z) — | < k|z —1|. Donc, par une récurrence

. L. Up € J .

immédiate, on a pour tout n € N, . Ce qui prouve que (un)neN
|ty — 1| < K™ |ug — |

converge vers 0 puisque k € [0; 1]. O

Remarque. La conclusion est identique lorsque f est k-lipschitzienne sur I avec
k € [0; 1[. En particulier, lorsque f est dérivable sur I et que sa dérivée est bornée sur
I par un réel k € [0; 1].

U():].

Exemple. La suite (u;,)nen définie par : { est bien dé-

VneN, u, 1 = %Cos(un)

finie car [0;1] est stable par f.

La fonction g définie sur [0; 1] par g(z) = = — f(x) est continue, strictement croissante
sur [0;1]. De plus, g(0) < 0 et g(1) > 0. Donc, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, I’équation x = f(z) admet une unique solution ! sur [0;1].

La fonction f est %—lipschitzienne, puisqu’elle est dérivable et que sa dérivée est bornée
par %. La suite (up)nen converge donc vers [.

De plus, on a la majoration : Vne N, |u, —I| < (3)" Jug — 1| < (3)".

Proposition 4. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (up)nen la suite définie par : uy € I et
VneN, uppr = flun). Si f(x) —x garde un signe constant sur I, alors (un)nen
est monotone.

Démonstration. Yn € N, upy1 — up = f(un) — up. Dot le résultat. O

Proposition 5. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (un)nen la suite définie par : ug € I et
VneN, uprr = f(uyn). Si f est croissante sur I, alors (un)nen est monotone.

Démonstration. Si ug < ug, alors u; = f(ug) < f(u1) = us et, par récurrence immé-
diate, pour tout n € N, u,, < u,41. Le raisonnement est identique si ug > uy. O
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Remarque. Dans les deux cas précédents, il ne reste plus qu’a essayer de majorer ou
minorer la suite (u,),eny pour établir sa convergence.

UQZO

est bien
VneN, uyyq =ui—un+1

Exemple. La suite (uy)neny définie par : {

définie car R est stable par f.

Graphiquement, il semblerait que (u,)nen S0it croissante, et majorée si, et seulement
si, ug < 1. Justifions-le.

Pour tout € Ry, f(z) = z. Donc, d’aprés la proposition 4, la suite (uy,)nen est
croissante. Le seul point fixe de f est 1.

Si ug > 1, la suite (u,)nen ne peut converger. Si ug < 1, alors la suite (uy,)pen est
croissante et majorée par 1, puisque (u, < 1) = (up41 = f(uy,) < f(1) = 1). Donc la
suite (up)nen converge et sa limite est 1.

Proposition 6. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (up)nen la suite définie par : uy € I et
VneN upp1 = f(uy). Si f est décroissante sur I, alors les suites (ugp)nen €t
(u2n+1)neN sont monotones de sens de variation opposés.

Démonstration. Yn € N, ugpy2 = (f o f)(uayn). Or, f o f est croissante sur I. Donc
(u2n )nen est monotone. De la méme maniére, on démontre que (ugp41)nen €St mono-
tone. Comme, Vn € N, ug,+1 = f(ua,) et f est décroissante sur I, la croissance (la
décroissance) de 'une entraine la décroissance (la croissance) de l'autre. O

UOE[O%Q]
VneN, tupi1 =2 — un

Exemple. La suite (uy,)nen définie par : { est bien définie

car [0; 2] est stable par f.

L’unique point fixe de f est 1, donc si la suite (4, )nen converge, ¢’est vers 1. Comme f
est décroissante sur [0; 2], les suites (uon)nen €t (U2n+1)nen sont monotones. De plus,
elles sont bornées, donc convergentes. Leurs limites sont des points fixes de fo f. Nous
pourrions montrer que 1 est le seul point fixe de fo f, ce qui prouverait la convergence
de (un)nen vers 1, mais nous allons démontrer directement cette convergence.

La fonction f n’est pas lipschitzienne sur [0;2] mais, pour tout = € [0;2],

flx)—1= 1;\7%. Ainsi, pour @ < 2, 0on a: Vo € [0;a], |f(z) — 1] < kl|z—1]
|
avec k == v a < 1.

Si 1< up < 2, d’aprés la proposition 3, (u,)nen est convergente vers 1.
Sio<wug<1,alors1 <u; < v/2 et on est ramené au premier cas.

Siug =2,o0nau; <1, et on est ramené au deuxiéme cas.

Proposition 7. Soit I un intervalle fermé de R. Soit f une fonction conti-
nue sur I telle que f(I) < I. Soit (un)nen la suite définie par : ug € I et
Vn e N, upy1 = f(uy). Soit a un point fize de f. Si f est dérivable en a et si
|f'(a)| > 1, alors la suite converge vers a si, et seulement si, elle est stationnaire.
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Démonstration. < : supposons qu’il existe un rang ng € N tel que pour tout n = ng,
U, = a. Alors évidemment, (u,)nen converge vers a.

= : supposons que (U, )nen he soit pas stationnaire. Alors, pour tout n € N, u,, # a.
Ainsi :
Un+1 — Q@ fu,) — f(a)

— !
Up —a Up — Q n:»wf(a)

Un4+1—a
Up—a

On en déduit donc, qu’a partir d’un certain rang, on a > 1, ce qui prouve

que la suite (Ju, — a|) nen est croissante. Elle ne peut donc converger vers 0. D’ou la
contradiction. O

up € Ry . e
3 est bien définie

1+2u2

Exemple. La suite (uy)nen définie par :
VneN, upi1 =

car R, est stable par f.

L’unique point fixe de f est 1, donc si la suite (u, )nen converge, c¢’est vers 1. De plus,
|f/(1)] > 1. Siug = 1, la suite (up)nen est constante. Si ug > 1, alors (uy, )nen diverge.

1.2 Méthode de Newton

Remarque. On souhaite résoudre ’équation F(z) = 0 sur un intervalle T de R, ot F
est une fonction de classe C*(I, R). L’idée est la suivante :

— Soit ug € I. La tangente au graphe de F' au point (ug, F'(ug)) a pour équation :
y = F'(up)(x — up) + F(ug). Si F'(ug) # 0, cette tangente coupe I'axe des
abscisses au point u; = ug — 5(&00)).

— Repartons alors de ce point u;. Considérons la tangente au graphe de F' au
point (uy; F(u1)). Elle a pour équation : y = F'(up)(x — u1) + F(u1). Si

F'(uy) # 0, cette tangente couple 'axe des abscisses au point ug = uy — If,((l,‘ull)) .

— Etc.
Zﬂk /l
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ug=cel

On construit ainsi une suite (u,)nen telle que : Fun)
Vne N, Up+1 = Up — F(un)
La fonction f : z — z — 5,((?) étant continue sur I, si (u,)nen converge, cela sera

vers un point fixe de f, c’est-a-dire vers un point a tel que F(a) = 0.

2

Exemple. Soit a € Ri. Résolvons 1’équation x® = a par la méthode de Newton. Ici,

F(z) = 2% —a.

Donc f(z) = x — Iz;“ =1 (z+ 2). Cela conduit & la suite récurrente (up,)nen définie

Un

uo = ce R, 1 de Babyl
ar : , appelée suite de Babylone.
P VneN, un+1:%<un+i) pp Y

Théoréme 8. (Méthode de Newton) Soient a, 3 € R. Soit F € C? ([o; 8], R) telle
que : F(a) <0 et F(B) > 0,Va € [a; 8], F'(z) > 0 et Va € [a; 5], F"(z) = 0.
Alors :

1. F admet un unique zéro a sur [a; S3].

2. Ve e [o; 8], la suite (un)nen définie par : to=¢ Flun)
Vne Na Un+1 = Up — F/(ut)

est bien définie et converge vers a en décroissant & partir du rang 1.

3. Puisque F' et F” sont continues sur [a; (], elles sont bornées et atteignent

leurs bornes. Notons my = min F'(z) et My := max F"(z). On a :
w€[a; ] we[o; 5]
M.
VneN,0< tnst —a< —(up — a)?

~
2m1

Démonstration. 1. Puisque F est continue sur [«; 8] et vérifie F(a) < 0 et F(B) > 0,
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, F' admet un zéro dans [«; 8]. En outre,
F’ est strictement positive sur [a; 5], donc F' est strictement croissante sur [«; 8], en
particulier injective, et donc ce zéro est unique. Notons-le a.

2. Considérons la fonction f : z+—— z — 5,(&)).

Puisque F” est strictement positive sur [a; ], f est bien définie sur [a; 3] et de classe
C! ([a; B],R). En outre, puisque F(a) < 0 et F(3) >0, on a f(a) > aet f(3) < B.
Par conséquent f laisse stable [«; 3]. Il en résulte que la suite (u,)neny définie par :

Up = ¢ . Lo
F(u,) st bien définie.
VneN, upi1 = Uy — o)

La dérivée de f est donnée par f'(x) = %};/{57) Donc f est décroissante sur [«; a]

et croissante sur [a; 8], et chacun de ces deux intervalles est stable par f.
Si ug = ¢ € [a;f], la croissance de f entraine la monotonie de (uy)neny €t comme

flx)—z= —5,((“;) < 0 pour tout z € [a; 8], on a u; < ug et ainsi la suite (up,)nen est

décroissante.
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Siwug = c € [a; a], puisque f est décroissante sur [a;a], on a f(ug) = f(a) = a et donc
uy € [a; B]. On est ainsi ramené au cas précédent dés le terme uy.

Il en résulte que la suite (u, )nen est décroissante a partir du rang 1 et donc convergente
puisque minorée. De plus, f est continue donc la limite de (u,)nen doit étre un point
fixe de f, c’est-a-dire un zéro de F.

3. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x € [a; ], il existe v €]a; z[ tel
que :
(a —z)°

F(a) = F(z) + (a — 2)F'(z) + 5

F"(v)

Or F(a) =0.Dou f(z) = z— 5,((9;)) =a+ (“_21},2# Mais alors, pour tout « € [a; 5],
%. D’ow, pour tout n € N, 0 < w1 —a < 21\7{121 (up, —a)?. O

0< f(z)—a<

2 2

Exemple. Revenons a I'équation 2 = a ot a € Ri. Dans ce cas, F(z) = z* — a,
F'(z) = 2z et F”(x) = 2. Les hypothéses du théoréme précédent sont donc bien

vérifiées. De plus, my = 24/aet My = 2. D’ou:¥n e N, |u,11 —+/a| < ﬁ |ty — \/5\2
au lieu de Pattendu : Vn € N, |up41 — v/a| < 3 |u, — +/a| donné par le fait que f est

%—contractante.

1.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Dans cette section, K = R ou K = C.

Définition 9. Soit (a,b) € K2
On note E,p = {(un)neN eKY,VneN, u,yo0 = atipy1 + bun}. Tout élément de
E, » est appelé suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

UOEK

Remarque. Sib =0, alors ((un)nen € Fap) < . Eqp est

*
VneN | upt1 = auy
alors ’ensemble des suites géométriques de premier terme ug € K et de raison a € K.

Proposition 10. Soit (a,b) € K x K", (Eqp,+, -) est un K-espace vectoriel de

. . . Uy=1 Vo=0
dimension 2 et les suites (Up)nen €t (Vi )nen telles que : et s
( ) eN ( ) eN q {Ul -0 {Vl 1

en forment une base.
Démonstration. 1. K-ESPACE VECTORIEL. E,; # & car la suite nulle appartient a
E,p. Soit A € K, soient (un)neN, (Un)nen € Eqp. Pour tout n € N, on a :

AMipt2 + Unta = Maups1 + buy) + (aUpt1 + bvy) = a(Aupy1 + Vne1) + b(Auy, + vy)

Donc (Auy, + Vpn)nen € Eqp.



1.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 21

U, =0 V=
Soient «, 8 € K tels que Vn e N, aU,, + BV,, = 0. En particulier, on a :

Uyp=1 Ve
2. LIBRE. Soient (Up, )nen et (Vi )nen les deux suites telles que : { 0 et { 0

alp+ Vo =0
alUy + V1 =0

Dot a = 8 = 0. Ainsi, {(Up)nen, (Va)nen} est libre dans E,.
3. GENERATRICE. Soit (uy)nen € Eq;p. Démontrons par récurrence double sur n que :
VneN, u, =uylU,+u1V,. Pour n = 0 et n = 1, la relation est trivialement satisfaite.
Un = uOUrL + ulvn

Supposons, pour un rang n € N fixé, que :
Up+1 = UoUnt1 +u1Vpia

Alors :
Up4+2 = QAUp41 + bun
a(uOUrH-l + ulvrb-ﬁ-l) + b(uOUn + ulvrb)
uo(aUpt1 + bU,) + ut(aVig1 + bVy,)
= ugUpq2 +ui1Vigo
Ceci montre que {(Uy,)nen, (Vi)nen} engendre E,p. O

Remarque. Pour déterminer E, , il suffit donc de trouver une base de Eg .

Proposition 11. Soit (a,b) € K x K", On appelle équation caractéristique de Eqp
Uéquation 2% — ax — b = 0. Alors (1) nen € Eq.p si, et seulement si, v est solution
de I’équation caractéristique.

Démonstration. = :

((rn)nEN € Ea,b) = (Vn e N, 2 = gpntl + an)
=

(r2—ar—b:O)

car r # 0 puisque b # 0.

<~

(r2 —ar—b=0) (VneN, P2 = gt 4 br™)

((r"™)nen € Ea,b)

=
=



22 1. Etude de suites numériques définies par différents types de récurrence

Théoréme 12. (Suites récurrentes linéaires d’ordre 2)
Soit (a,b) € K x K". Soit (un)nen € Eap. Soit 22 — ax — b = 0 Uéquation caracté-
ristique de E, 3.
1. SiK=C:
(a) Six?—ax —b=0 admet deux solutions distinctes dans C, notées ry et
r9, alors Ea,b = {()\17"? + )\ng)neN, ()\1, /\2) € CQ}
(b) Si 2% —ax — b = 0 admet une unique solution dans C, notée rq, alors

Ea,b = {(MTS + )\2717’8_1) /\1,)\2) € (C2}
2. SiK=R:

neN’ (

(a) Six? —azx —b=0 admet deuzr solutions distinctes dans R, notées ry et
re, alors Eqp = {()\11“? + X278 ) e > (A1, A2) € R2}.

(b) Si x® —ax —b = 0 admet une unique solution dans R, notée 1o, alors
Eap = {(Mirf + Aanrg™h) s (A1, A2) € R?}

(c) Si 2> — ax — b = 0 n'admet pas de solution dans R, alors
Eap = {(p"(A.cos(nf) + B.sin(nd))) (A,B) e R?}, ou ry est l'une

neN

des deux solutions complexes de x2 —ax —b =0, p = |r1| et 0 = arg(ry).

Démonstration. 1. Si K = C.

(a) Supposons que 22 — ax — b = 0 admet deux solutions distinctes dans C, notées r;

et ro. La famille {(r])nen, (5 )nen} est libre dans E, ; qui est de dimension 2 d’aprés
la proposition 10. Donc {(r])nen, (13 )nen} est une base de E, . Ainsi, (un)nen € Eap
si, et seulement si, il existe (A1, \2) € C? tel que : Vn € N, u,, = A7} + Aori.

(b) Supposons que x? —ax —b = 0 admet une unique solution dans C, notée ro. Alors

(r8)nen € Eqp. De plus, pour tout n € N, on a :

rott = arg +org Tt
s m+2)r0t = a(n+2)rp 4+ (n+2)brg
s m+2)rdtt = aln+ D) +bnrd ™t +ard + 20rg 1
s m+2)ritt = aln+ )y +bnrd ™t +ri (arg + 20)
2

+4b
s m+2)r0t = an+V)ry +bnrg gt (a2> car rog= g
s m+2)rptt = aln+)rf +bnrd™t car a® +4b=0

Ainsi, (nré‘_l)neN € E, . Par conséquent, {(r{})neN, (nrg_l)neN} est une base de E, ;.
Ainsi, (un)nen € Eqp si, et seulement si, il existe (A1, A2) € C? tel que :

n n—1
VneN, u, = A\irj + Aanrg
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2. 51 K =R.

Les cas (a) et (b) sont identiques aux précédents.

(c) Supposons que 22 — ax — b = 0 n’admet pas de solution dans R.

Soit E;)b = {(un)neN eCN,VneN, upio = a1 + bun}.

D’aprés le cas 1., E:Lb = {()\17'? + Aor8 ) nen, (A1,A2) € (C2}.
Démontrons que E,, = {()\17‘{I + A1) pens A1 € (C} :

S :soit A\; € C. La suite (A7] + A7 )nen est élément de E;,b et est & termes réels,
donc est élément de E, .

C : 501t (Un)nen € Eqp. Comme E,p, < E:Lb, il existe A1, Ay € C tels que :
VneN, u, = MrT + Aory. Mais :

((Un)nen € Eap) = uo € R = Mt A eR car ro =7y
’ uleR A1T1+A2ﬁ€R
- )\1+/\2:>\71+/\72
A1T1 4 AoTT = MT1 + Aary
- A2 — A1 = A2 — Ay
(A2 = AT = (A2 — M)

)\Q_EER
= _
M —A)TeR
Or 7 ¢ R. Donc, Ag — A; = 0. Ainsi :

E.p = {()\17"? + )\17"?) neNs A1 € (C} = {(2re(A177)) pen » M1 € C}

Posons & présent, \; = (A —iB) avec 4, B € R, p := |r1], et 6 := arg(r1). On a
alors :

2re(A1r7) =re(A — iB)p" (cos(nh) + i.sin(nh)) = p" (A. cos(nf) + B.sin(nd))

Finalement E,, = {(p"(A.cos(nf) + B.sin(nb)) nen, (4, B) e R?}, ot p = |rq| et
0 = arg(r1).

O
Exemple. Considérons la suite de Fibonacci (¢, )nen définie par :
{% =0,¢1=1
VneN, ¢pyo = dny1 + ¢n
L’équation caractéristique 22 — z — 1 = 0 posséde deux solutions réelles : 1+2\/5 et

%. D’aprés le théoréeme 12, il existe donc A1, A2 € R tels que :

VneN, ¢, = A <1+2*/5) + (1_2*/5)
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Chapitre 2

Séries a termes réels positifs.
Applications

Pré-requis

Suite extraite, sous-suite d’une suite réelle.

Comportement asymptotique d’une suite réelle.

Théoréme de convergence monotone pour les suites réelles.

Suites de Cauchy (dans un espace métrique, « de Cauchy » < « convergente » ).

Notion de série a termes réels.

S ol W

Série géométrique.

2.1 Etude de la convergence

2.1.1 Critéres de convergence

Théoréme 13. (Théoréeme de convergence monotone) Une série a termes réels
positifs converge si, et seulement si, la suite des sommes partielles est majorée.

Démonstration. = : supposons que la suite (Sy,)nen des sommes partielles converge
vers e R. Ve >0,3ng e N, Vn =nyg, |S, — 1] <e. Dou|S,| <e+ 1. Ainsi, (S,)nen
est majorée par max {So, S1,...,Sn,—-1,€ + {}.

< : considérons la suite (S,,)nen des sommes partielles de la série.

Soit E = {Sp, S1,S2,...} ensemble des termes de la suite. E est non-vide et majoré
donc posséde une borne supérieure A qui est le plus petit des majorants des termes
de la suite. Soit € > 0. Alors A — ¢ n’est pas un majorant de F car A — ¢ < A.
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Donc il existe un rang ng tel que Sp,, > A —¢. Or, S est croissante sur N, donc pour
tout n = ng, S, > A — e. Ce qui signifie bien que (S, )nen converge vers A. O

Exemple. Nature de Y - : Pour tout entier naturel n > 2, on a :

k=n
1
S, = =
k=1k
k=n
1
< 1+
k=2k(k‘ —-1)
k=n
1 1
<1y (o )
= k-1 k
_ - k=n—1 1 k=n 1
k=1 k k:2k
< 2

Donc, d’aprés le théoréme de convergence monotone, la série >’ % converge. On en
déduit que pour tout entier naturel k > 3, la série ), ,%k converge.

Théoréme 14. (Critere de Cauchy pour les séries) Soit > u, une série a termes
réels. Y u, converge si, et seulement si :

Ve >0,3ngeN,Vp,geN, (p, ¢ =ng) = (|Sp, — Sq| <e)

Démonstration. 11 suffit de démontrer ce critére pour les suites réelles en général puis
de l'appliquer & la suite des sommes partielles (S, )nen.

= : soit (un)neny une suite convergente vers I € R. Démontrons que (up)nen €st une
suite de Cauchy.

Soit € > 0. 3ng € N, Vn = ng, |u, —I| < §. Soient p, ¢ € N tels que p,q > ng. Alors
|up — ug| < [up —I| + |l —ug| < § + 5 = &. Ainsi, la suite (un)nen est de Cauchy.
< : 801t (Uy )nen une suite de Cauchy. Démontrons que (u,)nen converge.

1% étape : toute suite de Cauchy est bornée.

En appliquant la définition avec ¢ = 1, il existe un rang ng € N tel que
(p,qg = ng) = (Jup —ug| < 1). Donc, pour tout n > ng, |u,| < |up,| + 1. Ainsi, la
suite (un)nen est bornée par max {1 + |un, |, |uol, [u1], Juzl, - .., |tne—1]}-

2¢ étape : théoréme de Bolzano-Weierstrass : Toute suite réelle bornée posséde une
sous-suite convergente.

Soit (un)nen une suite bornée. Soient m un minorant et M un majorant de la suite u.

- Nous allons construire une suite de segments emboités (I, = [an; bn]) nen telle que,
pour tout n € N, l'ensemble {k € N, uy € I,} est infini. Pour cela, on pose
Iy = [m; M] et, supposant construit I, = [an;b,] tel que {k € N, uy € I,} est

infini, au moins 'un des deux intervalles [a,; 22522 et [22£Pa; b, | posséde la méme
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propriété, intervalle que l'on choisit alors pour I,,1;. On a ainsi, une suite décrois-
sante de segments emboités dont la longueur M2nm tend vers 0 quand n tend vers
+00. Leur intersection contient donc un unique point [ qui est la limite commune des
suites (an)nen €t (bn)nen-

- Extrayons maintenant une sous-suite de w convergeant vers [. Construisons par
récurrence une application ¢ : N — N telle que nlirlloou‘/’(”) = [. On pose ¢(0) = 0,

on a alors : ag < ug(g) < bo. Supposons avoir défini (0),...,¢(n — 1) vérifiant :

0(0) < (1) <...<p(n=1)et:¥pe [0;n—1], ap < uyp) < bp. {k €N, ug € [an;by]}
est infini, il n est pas majoré et il contient donc des elementb strictement supérieurs
a p(n — 1). Si lon choisit 'un de ces éléments comme valeur de (n), on a bien :
0(0) <p(l) <...<p(n—1) <p(n)et Vpe [0;n], ap < uyp) < bp. On a ainsi défini
une application ¢ : N — N strictement croissante vérifiant : Vn € N, a,, < uyn) < bp-
On en déduit par le théoréme d’encadrement que la suite (u¢(n))neN converge vers .

3¢ étape : toute suite de Cauchy possédant une sous-suite convergente converge.

Soit (uy)nen une suite de Cauchy admettant une sous-suite (uw(n))neN convergente
vers l € R. Ve >0,3n1 e N, Vp,qg = ny, Jup —uy| < 5. Ve>0,3Iny e N, Vn = ny,
[upmy —I| < 5. Soit £ > 0. Soit n3 := max{ny,nz}. ¥n > nz, on a :

[t — 1| = [tn —Up(n) +Upn) =l = [tn —Upm) |+ |Upm) —| < e. Dot ngl}rlwu" = O
Exemple. Nature de )] % Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que p < ¢. On a
alors :

1 1
1Sy — Syl = Z k;: p+1) <1+p+2+“'+(p+2)...(q_1)q>

k=p+1

—_

1 1 1
< 1+ + toit
(p+1)! ( p+2 (p+2)? (p+2)q—1’_1)

Or, la suite des S}, = Z

p+2
p+1°

0 +2)1 est, croissante et convergente vers

k=q
» s 1 1 +2 1
Dou: » 4 < ; x 2. Comme sy
k=p+1
+00, la suite des sommes partielles de la série . £ 71 est de Cauchy et donc convergente
d’aprés le critére de Cauchy.

X p+1 tend vers 0 lorsque p tend vers

2.1.2 Condition nécessaire de convergence

Théoréme 15. Si une série converge, alors son terme général tend vers 0. I

Démonstration. Soit Y u, une série convergente. Alors la suite des (S, )nen des sommes
partielles converge. Or, dans un espace métrique, tout suite convergente est de Cauchy.
Ainsi,ona:Ve>0,3ngeN,Vp,geN, (ng <p<q) = (]S, — 5S¢l <e).

En particulier, ona: Ve > 0,3dnge N, Vpe N, (p = ng) = (|Sp+1 — Sp| < e).
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Soit : Ve >0,3npeN,VpeN, (p = ng) = (upt1 <e).
Ce qui traduit bien la convergence de la suite (uy,)nen vers 0. O

Remarque. La réciproque est fausse : la série harmonique )| % diverge. En effet, pour
tout pe N", on a :

k=2p
1 1 1 1 1
Sop — Sp = —=—— 4.+ —22pX — ==
k:ka p+1 2p 2p 2

Ainsi, la suite des sommes partielles (Sy,),en* n'est pas de Cauchy et ne peut donc
converger.

2.2 Quelques outils

2.2.1 Test intégral

Théoréme 16. Soient a € R et f : [a;+00[— R une fonction continue, positive
et décroissante ; posons, pour tout n = a, a, = f(n). Alors, la série Y. a,, converge
st, et seulement si, la suite (SZ f(t)dt) neN @ une limite quand n tend vers +00. On

dit que la série Y a,, et lintégrale impropre S:OO ft)dt sont de méme nature.

Démonstration. Soit ng > a. f étant décroissante sur [a; +o0[, on a pour tout entier

k>=ng:
k+1

arsr = f(k+1) < f F(0)dt < f(k) = ay
k
D’ot, pour tout n > ng :
k=n n k=n—1
Z ag <J f(t)dt < Z ag
k=no+1 0 k=no

= : supposons que la série Y, a, converge vers un réel S. Alors (SZ f (t)dt) neN est

majorée. De plus, (SZ f (t)dt) neN st croissante par positivité de la fonction f, donc,

d’aprés le théoréme de convergence monotone, (SZ f (t)dt) neN converge.

< : supposons que la suite (SZ f (t)dt) neN converge vers un réel [. Alors la suite des
k=n k=no

sommes partielles ( > ag | nen est majorée par I + > ag. De plus, cette suite est

k=0

k=0
croissante par positivité des ay, donc elle converge d’apreés le théoréme de convergence

monotone. Attention, le fait que (S: f (t)dt) neN converge n’est pas équivalent a la
convergence de I'intégrale impropre S:OO f(t)dt, mais est seulement impliqué par celle-

ci. Cependant, ici f est positive. Par conséquent, si (SZ f (t)dt) neN CONvVerge vers un
réel I, et si x € [a; +o0[, alors on a :

E(z) x E(z)+1
J f)dt < J f)dt < J f)de

a a
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Donc 1irf SZ f(t)dt existe et vaut [ en vertu du théoréme des gendarmes. O
T—+00

Corollaire 17. (Séries de Riemann) La série de terme général a, = n%, aeR,

* . .
n € N, converge si, et seulement si, o > 1.

Démonstration. Sia < 0, le terme général n% ne tend pas vers 0, donc la série diverge.

Supposons donc o > 0. Soit f : [1;+0[— R telle que f(t) = 7. f est continue,
positive et décroissante sur [1;+oo[. La série Y, n% converge donc si, seulement si,
I’intégrale impropre Sf * td%f converge. Si a = 1, une primitive de la fonction intégrée

est t — In(¢) qui tend vers 400 quand ¢ tend vers +o0. Si o # 1, une primitive de
la fonction intégrée est t — W qui converge (vers 0) quand ¢ tend vers +o
uniquement lorsque o > 1. O

Corollaire 18. (Cas particulier des séries de Bertrand) La série de terme général

7n.(lnl(n))5, BeR, ne N\{1}, converge si, et seulement si, 5 > 1.

Ay =

Démonstration. Si B < 0, alors pour tout n € N\{1}, a,, > 2. Or 3 L diverge vers
+00, donc, par comparaison, Y. a, diverge aussi. Si 5 > 0, soit f : [2;4+o0[— R telle
que f(t) = W f est continue, positive et décroissante sur [2; 4+oo[. En posant
an = f(n), la série Y a, converge donc si, et seulement si, Uintégrale impropre

; * f(t)dt converge. Effectuons le changement de variable u = In(t). On obtient

alors l'intégrale Sln(m;) %. Cette derniére converge si, et seulement si, § > 1. O

2.2.2 Comparaisons directe et logarithmique

Théoréme 19. (Comparaison directe) Soient Y, a, et >, b, deux séries a termes
réels positifs telles que, pour tout entier naturel n, on ait a, < b,.

1. Si )by, converge, alors Y a, converge.

2. 8i > ay, diverge, alors b, diverge.

Sp(a) = > a

Démonstration. Posons, pour tout entier naturel n, ,f:r?
Sn(b) = Z b

k=0

Supposons que Y. b, converge vers S, € R. Alors, pour tout entier naturel n, on a :
Sp(a) < Sp(b) < S(b). Ainsi la suite des sommes partielles (S, (a)) nen st croissante
et majorée, donc convergente d’aprés le théoréme de convergence monotone.

Supposons que Y a,, diverge. Alors la suite des sommes partielles (S, (a)) nen tend vers
+00 quand n tend vers +00. Comme, pour tout n € N, S, (a) < S, (), nécessairement
la suite des sommes partielles (S, (b)) nen diverge. O
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1 .
Exemple. ) —“(;‘ ) converge car, pour tout entier naturel non nul n, on a :
n

In(n) _

<Y
n? n?

1
- 73
n2

Corollaire 20. Soient Y, a, et > b, deux séries a termes réels positifs.
1. Sia, = O(b,) et si > b, converge, alors Y, a, converge.

Si an = O(by) et si Y. a, diverge, alors Y, b, diverge.

Si an = o(by) et si b, converge, alors Y a, converge.

Si an = o(by) et si Y. a, diverge, alors Y, b,, diverge.

Crds Co b

Si pour tout n € N, a,, > 0 et b, >0 et a, ~ by, alors Y, a, et >, b, sont de
méme nature.

Démonstration. 1. et 2. Si a, = O(b,), alors il existe 8 > 0 tel que, a partir d’'un
certain rang ng, on ait a, < b,. Les séries de termes généraux a, et 8b, étant de
méme nature d’apreés le théoréme 19, les résultats en découlent.

3. et 4. Si a, = o(by), alors a, = O(b,) et on est ramené a 1. et 2.

5. Si a, ~ by, alors il existe une suite (e,)neny tendant vers 0, telle que
apn, = by (1+e,). Ainsi, & partir d’un certain rang ng, on doit avoir —% <eg, < % et donc
%bn <a, < %bn. Ainsi, a, = O(by,) et b, = O(ay) et les deux séries sont de méme
nature en vertu de 1. et 2. O

Corollaire 21. (Séries de Bertrand) La série de terme général a, = W’

a, B € R, n e N\{1}, converge si, et seulement si, le mot (a,3) est strictement
supérieur au mot (1;1).

Démonstration. 1. Si a > 1. Il existe alors un réel v tel que 1 <y < a. On a alors :

na(lnl(n))ﬂ - %na—V(fn(n))ﬂ - (nl"/)

Comme v > 1, la série de Riemann de terme général n% converge d’apreés le corollaire
17. Donc, d’aprés le corollaire 20, la série de terme général m converge aussi

puisque négligeable devant un série convergente.

2. Si a < 1,. 1l existe un réel v tel que o < v < 1. Alors la série de terme général
W est prépondérante devant la série de Riemann de terme général n% laquelle
diverge d’aprés le corollaire 17. Ainsi, d’aprés le corollaire 20, la série de terme général
—___ diverge

n®(In(n))” ’

3. Si a =1, le cas a été traité dans le corollaire 18. O
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Théoréme 22. (Comparaison logarithmique) Soient >, a, et >, b, deux séries &
termes réels strictement positifs telles que pour tout entier naturel n :

a b
n+1 < n+1

an bn

1. Si b, converge, alors ). a, converge.
2. Si Y, ay, diverge, alors > b, diverge.

Demonstmtwn Multiplions les megahtes L < bz“ membre & membre. On obtient

‘(’l" <b o . Ainsi, pour tout entier naturel n, a,, < Ab, avec A = {2 > 0. Donc, d’aprés

le corollaire 20, les séries >, ay, et X, b, sont de méme nature. O

2.2.3 Reégles de Cauchy et de d’Alembert

Théoréme 23. (Régle de Cauchy) Soit Y, a, une série & termes réels positifs telle
que la suite (;l/an) neN ait une limite réelle .

1. Sil <1, alors la série Y a, converge.

2. Sil>1, alors la série >, a,, diverge.

3. Sil =1, alors le comportement de la série Y ay n’est pas prévisible. Toute-
fois, si la suite (r/an) neN tend vers 1 par valeurs supérieures, alors la série
> ay, diverge.

Démonstration. L’idée est d’effectuer une comparaison directe & une série géomé-
trique.

1¢* cas : sil < 1. Il existe un réel r €]l; 1[. Pour tout entier naturel n, posons b, = r™.
La série Y. b, converge puisque géométrique de raison vérifiant 0 < r < 1. De plus,

lim /a, =1 < r. Donc il existe un rang ng tel que, pour tout n = ng, Va, < r.
n—+o0

Et donc, a, < r™ = b,. D’aprés le théoréme de comparaison directe, la série Y a,
converge.

2¢ cas :sil > 1. Idem.

3¢ cas : si hrfm v/a, = 17. Alors il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng,
n—

y/a, = 1. Ainsi, la série > a,, diverge car son terme général ne peut tendre vers 0. Si

i =1 s séries ST L 1 g ans i
nll)riloc {/a, = 17. Alors les séries ) - et Y] -~ sont dans ce cas et pourtant la premiere

diverge alors que la seconde converge. 0

. ’, s . ’ ’, n .
Exemple. Considérons la série de terme général a,, = fTS Pour tout entier naturel
non nul n, on a :

2” 2
— 2>1

3
n; n—-+aoo

n/an

Donc, d’apres la régle de Cauchy, la série Y] a,, diverge.
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Théoréme 24. (Régle de d’Alembert) Soit Y ay une série a termes réels stricte-

An+1
an

ment positifs telle que la suite neN ait une limite réelle 1.

1. Sil <1, alors la série Y, a, converge.
2. Sil>1, alors la série Y, a,, diverge.

3. Sil =1, alors le comportement de la série Y. a, n’est pas prévisible. Toute-

an41
An

fois, si la suite ( ) nen tend vers 1 par valeurs supérieures, alors la série

> ay diverge.

Démonstration. L’idée est d’effectuer une comparaison logarithmique & une suite géo-
métrique.

1°* cas : si | > 1. Alors il existe un réel r €]1;1[. Pour tout entier naturel n, posons
b, = r™. La série Y,b, diverge puisque géométrique de raison vérifiant 1 < r. De

plus, lim %2 = | > r. Donc il existe un rang ng tel que, pour tout n > ny,
n—-+o “n

b, . X P . . . L.

dntl > p = —+. Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison logarithmique, la série

An
> a, diverge.
2° cas : sil < 1. Idem.

fntl — 1% alors la suite (a,)nen est croissante a partir d’un certain

3% cas:si lim
n—+o0 -n
rang et ne peut donc converger vers 0. Ainsi, la série Y a,, diverge. Si lim % =1".
n—+0 “n
Alors les séries Z% et > % sont dans ce cas et pourtant la premiére diverge alors
que la seconde converge. O
n!

Exemple. Considérons la série de terme général a, = —- Pour tout entier naturel
non nul n, on a :

any1  (n+ 1) " n" < 1> n 1

= — = 1+ - — - <1
an, (n+1)» n!  (n+1)" n n—+w e

Donc, d’apreés la régle de d’Alembert, la série Y. a,, converge. De plus, on a nécessai-
rement 2 qui tend vers 0 quand n tend vers +00, c’est-a-dire que n! = o(n™).

nmn

Remarque. On peut effectuer deux remarques :
1. La régle de Cauchy et la régle de d’Alembert ne sont pas équivalentes. En ef-

1 . .
=% Slnest pair
3n . On a alors :

fet, considérons la série de terme général a, = ) . .
sin est impalr

4
37L
lim t/a, = % et donc, la régle de Cauchy permet de conclure que la série Y. a,
n—+00

converge, et, d’autre part : 22n+l — 4 G2n L

4 _Q2yp  __ 1 s An+1 9
2L = 3 et ;222 = 75 ce qui prouve que ~** n’admet
pas de limite quand n tend vers +o0.

2. La régle de Cauchy est plus performante que la régle de d’Alembert :

( lim 2o+l =leR+> = ( lim "an=l>
n—+0 Ay n—+o0
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2.2.4 Reégle de Raabe-Duhamel

Théoréme 25. (Régle de Raabe-Duhamel) Soit >, a, une série & termes réels

strictement positifs. Si a;—“ admet un développement asymptotique du type
Snti :1—,é—|—0(l) avec B € R, alors :
apn n n

1. Si g > 1, alors la série Y a, converge.

2. Si B <1, alors la série Y ay, diverge.

3. Si =1, alors le comportement de la série >, a, n'est pas prévisible.

Démonstration. 1l s’agit de faire une comparaison logarithmique avec une série de
Riemann.

1°"cas : si 8 > 1. Alors il existe « €]1; B[. Pour tout entier naturel non nul n, posons
b, = -=. On a alors :

by, 1 1
+1: n @ _ 1+ = 70‘:1_g+0 _
by, n+1 n n n

Comme a < f, alors : 1 — % < 1 — 2. Do, pour n suffisamment grand,
b - .
% < . Or, X, b, converge car c’est une série de Riemann avec o > 1. Donc,

n n
d’apreés le théoréme de comparaison logarithmique, la série > a,, converge.

2¢ cas : si f < 1. Idem.
3° cas : si B = 1. Les séries Z#l(n) et Zm sont toutes deux telles que
il =1 — & +0(;) alors que la premiere diverge et la seconde converge. O

Remarque. La régle de Raabe-Duhamel est un raffinement de la régle de d’Alembert.

1.3.5..2n—1) pyur tout entier

Exemple. Considérons la série de terme général a,, = 516 .@n)

naturel non nul n, on a :
Ap+1 . 2n +1
an 242

Donc % tend vers 1~ lorsque n tend vers +oo. Ainsi, la régle de d’Alembert ne
permet pas de conclure. Ecrivons alors un développement asymptotique de % :

an+1:2n+1:2n+1. 2n _ 1+i . 1+l 1
an 2n + 2 2n 2n+2 2n n

" 1 1 1 L 1
n+1 :<1+).(1_+0()>:1_2+0(>
an 2n n n n n

Ici, B = % < 1. Donc, d’aprés la régle de Raabe-Duhamel, la série Y] a,, diverge.

D’ou :
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2.3 Formule de Stirling

Théoréme 26. (Formule de Stirling) n! ~ +/2mn (%)n

Démonstration. Démontrons qu’il existe un réel strictement positif [ tel que :

n! ;
wﬁ+wnne—nv%;_
Pour tout entier naturel non nul n, on pose : u, = W et v, = lim (%)
Pour tout entier naturel non nul n, on a :
Upy1 (n+1)! n"e "\/n e
Up (n+ 1)n+le—(n+)y/n + 1 n! - (1+ %>n+%
Donc v,, = In <”Z—:1) =1- (n+ %)ln(l + %L)
Or, In (1 + %) = % — # + ﬁ(l +&,), avec nEIEoosn =0.
D’ou :
1. /1 1 1
Un = 1—(7’L+§) <n_2n2+3n3(1+8"))
1 11+1(1+ )+1 1+1(1+)
Uy = — - —+-— € — - —+ — €
" 2n  3n? " 2n 4n? 0 6n3 "
1 1 (e, n 1+¢,
) = - — | =
" 12n2 n2 \ 3 6n
1 21 +¢p)
Or lim 4e, + W = 0 et Z# converge. Donc il existe un réel [ tel que
n—0oo

k=n k=n—1
lim Y v, = 1. Comme, pour tout entier naturel n > 2, > v, = In(u,) — In(uy),
Nt Op=) k=1

alors lim In(u,) = In(u;)+1. Ainsi, il existe un réel strictement positif L = e™(v1)+!

n—+0o0

tel que Iir_? u, = L. Par conséquent, n! ~ L\/ﬁ(%)n Il reste & déterminer la
n—+0oo

constante L. Pour cela, on fait intervenir, pour tout entier naturel n, 'intégrale de
Wallis : I,, = §2 sin"(x)dz.
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- Premiére étape. Soit n € N.

Inyo = Jj sin(z) sin " (x)dx
= [—cos(z).sin™"(z)] O% + Jj cos?(x).(n + 1).sin"(z)dz

s

— (41 J [1 — sin?(2)]. sin " (2)da

s

= (n gsin"oc x—(n Esin"“x T
— ) [ st @de = o) [ Csinn @
(n+1).I,— (n+1).1,40

. _ n+1
Ainsi, pour tout n € N, I, 10 = =51

- Deuzxieme étape. On a Iy = 5 et Iy = 1. D’ott 'on déduit, pour tout n € N :

_T 1.35...2n—-3)(2n—1)  m.(2n)!
T 245, (2n—2)2n  22nF1(pl)?

2.4.6...(2n —2).2n 221 ()2

I - -
T35 . 2n—1)2n+1)  (2n+ 1)

Ainsi, pour tout n € N, on a : Iy,.Iop11 = m

D’ou, pour tout n e N, (n+1).0,.Ine1 = 5.
- Troisiéme étape. (I)nen est naturellement décroissante et strictement positive.
D’ou :

In+2 < In+1 < In
- Iv}+2 < Iyt <1
n+1 Inia
= n+2 < Iy < 1

. . . In+1 _ 5 N . T . 2 T . il
Ainsi, nl_l)rJrrloo—I =1, c’est-a-dire I,41 ~ I,. D’ou l'on tire n.I;; ~ 5 puis I, ~ /5.

n

- Quatrieme étape. On a I, = % D’ou :

T (2n)!r L\/2n(2n)*e 2y

dn ~ 22n+i(p)2 T 22041 (Ly/nnne )2

Et, aprés simplifications :

L =+2m






Chapitre 3

Séries a termes réels ou
complexes : convergence
absolue, semi-convergence

Pré-requis

. Séries & termes réels positifs.
. Critére de Cauchy.

. Suites adjacentes.

. Régle de d’Alembert.

= W N =

3.1 Convergence absolue et semi-convergence

Définition 27. Soit Y u, une série a termes complexes. Cette série est dite abso-
lument convergente si la série a termes réels positifs > |u,| converge.

Exemples. >’ Sm(;ﬂ est absolument convergente et Y|

convergente.

Proposition 28. Toute série absolument convergente est convergente. I

Démonstration. Soit > u, une série a termes complexes, absolument convergente.
Pour tous entiers naturels p et g tels que p < g, on a |upr1+...+ug| < |upp1]+. . .+
Donc tout paquet de Cauchy de la série Y u, est majoré par le paquet de Cauchy
correspondant de la série Y, Ju,,|. Soit € > 0. Comme Y| |u,| converge, il existe ng € N,
Vp, g = no, (p<q) = (Jupt1| + ... + |ug| <€). Mais alors, |upt1 + ... + ug| < e.
Ainsi, d’aprés le critére de Cauchy, la série >’ u,, converge. O

(_1)71

—— n’est pas absolument
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Remarque. La réciproque de cette proposition est fausse. La série > %

mais ne converge pas absolument.

converge

Définition 29. Une série Y, u, & termes complexes qui converge mais n’est pas
absolument convergente est dite semi-convergente.

Définition 30. Une série > u, a termes réels est dite alternée si (—1)"u,, est de
signe constant.

Exemples. > % est une série alternée et )’ ﬁ(!l)

ﬁ n’est pas alternée.

Théoréme 31. (Théoréme des séries alternées) Soit Y, u,, une série alternée telle
que la suite (|un|) nen € RY converge vers 0 en décroissant. Alors Y. u,, converge.
En outre, on a la majoration des restes :

k=+00
|Rn| = Z Up| < |Un+1|

k=n+1

Autrement dit, la valeur absolue de I’erreur commise en remplacant la somme de la
série par la somme partielle d’ordre n est majorée par la valeur absolue du premier
terme négligé.

Démonstration. Y, u, est alternée donc la suite de terme général (—1)"u, est de

signe constant. On peut donc, sans perdre de généralité, supposer ce signe positif.
k=n =n

Ainsi, on a u, = (—1)"|u,|. Posons S,, := Y up = Y (—1)*|ug| la somme partielle
k=1 k=1

d’ordre n de la série )} u,. Nous allons démontrer que les suites (S2p)pen €t (S2p+1)pen

sont adjacentes, ce qui nous donnera leur convergence vers la méme limite, donc la

convergence de la suite (Sy,)pnen-

Sopta — Sap = |ugpt2| — |ugp+1| < 0 puisque la suite (|u,|) nen est supposée décrois-

sante. De méme, Sop41—S2p—1 = —|ugpt1|+|ugp| = 0. Ainsi, (S2p)pen est décroissante

et (Sap+1)pen est croissante. En outre, Sop — Sopy1 = |ugpy1| et comme (|uy]) nen

converge vers 0, les suites (S2p)pen €t (S2p+1)pen sont bien adjacentes. Ainsi, Y u,

converge. Soit S la limite commune de ces deux suites.

VneN, |S— S, <|Shi1 — Sn| = |unt1]- Autrement dit :

k=00
R = Z Un| < [un1]

k=n+1
O
(="

no

Exemples. 1. Considérons les séries de Riemann alternées >, ,o a € R. Si

a < 0, le terme général (—n71a)" ne tend pas vers 0 donc la série diverge. Si o > 0, les

conditions du théoréme des séries alternées sont satisfaites, et donc la série converge.



3.2 Théoréme d’Abel 39

2. La série Y, (7(1 )" st convergente d’aprés le théoréme des séries alternées.

In(n)

n, 2
3. La série )’ (712# est absolument convergente d’aprés la régle de d’Alembert. En

[unt1] _ (n+1)? 1 s N L. (—1)"n?
effet, Tl = w0, 1. D’aprés la proposition 28, >} ==

converge.

Remarque. L’hypothése de décroissance de la suite (|uy|) nen 1'est pas nécessaire a la

Lo L. , . —1)"
convergence de Y. u,. Considérons la série alternée de terme général u,, = #

Etudions le sens de variation de la suite (Ju,|) ney :

) 1 1 - 2(-1)"! —1
nsa] = lunl = T T " (CD T e T (—D)) (ot (—D))

qui n’est donc pas de signe constant.

Cela montre que le théoréme des séries alternées ne s’applique pas, puisque ’hypothése
de décroissance de la suite (|uy|) ney n’est pas satisfaite. Cela ne signifie pas pour
autant que la série Y u,, diverge. D’ailleurs :

B )y
"4 (1)t n 14 &0t
C’est-a-dire :

e S () ()

Ainsi, u, est la somme de trois termes. Le premier est le terme général d’une série
de Riemann alternée convergente, le deuxiéme est le terme général d’une série de
Riemann convergente et le troisiéme, négligeable devant #7 est le terme d’une série

absolument convergente, donc convergente. Par conséquent, > u,, est convergente.

3.2 Théoréme d’Abel

Théoréme 32. (Théoréeme d’Abel) Soient (ap)nen et (bn)nen deuz suites complezes
satisfaisant les conditions suivantes :

1. Il existe M € R, pour tout n € N, |bg + ...+ b,| < M.
2. La série > (an+1 — ayn) est absolument convergente.

3. La suite (ay)nen converge vers 0.

Alors la série Y apb, converge.

Démonstration. Soient p, ¢ € N tels que p < ¢. Réécrivons le paquet de Cauchy
ne
> apb, alaide de ce que 'on appelle, la « transformation d’Abel ». Posons, pour
n=p+1
k=n
tout ne€N, By, == > by =by+ ...+ b,. On a alors :
k=0

bp+1 = Bp41 — By, bpy2 = Bpya — Bpi1, by = Bg — Bg—1
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D’ou :
n=q n=q
Z anbn = Z an(Bn - anl)
n=p+1 n=p+1

Ce qui permet d’écrire, réordonnant cette expression selon les B, :

n=q n=q—1
Z anby, = agBy — apt1Bp — Z B, (apy1 — an)
n=p+1 n=p+1

D’aprés la condition 1. et I'inégalité triangulaire, on a :

n=q n=q—1
Z anbn| < M <|aq| +lapa| + Z |an+1 — an|>
n=p+1 n=p+1

D’aprés les conditions 2. et 3., la série > a,b, vérifie le critére de Cauchy donc
converge. O

Corollaire 33. (Version faible du théoreme d’Abel) Soient (an)nen une suite réelle
et (bp)nen une suite compleze satisfaisant les conditions suivantes :

1. Il existe M € R, pour tout n€ N, |bg + ...+ b,| < M.

2. La suite (ap)nen converge vers 0 en décroissant.

Alors la série Y. apb, converge.

Démonstration. La suite (a,)neny converge vers 0 en décroissant. Donc, pour tout
n €N, |an+1 — an| = an — an41. Donc I'absolue convergence de la série Y (an+1 — ay)
équivaut & sa convergence, qui elle-méme équivaut au fait que la suite (a,)ney ait une
limite (télescopage des termes). Donc, d’aprés le théoréme 32, > a,b, converge sous
les hypothéses 1. et 2. O

. 2 2t 2 P in6 N
Exemple. Considérons la série de terme général u, = <+, ot (0,a) € R2.
Si a0 < 0, (up),en+ ne converge pas vers 0, donc la série > u, diverge.

ezne

Sia > 1, on a, pour tout n € N*,

< n% ety n% converge, donc par comparaison,

na
>y, est absolument convergente donc convergente.
Sia€]0;1] :
. in6 . . .
Sif e 2nZ, u, = e = n% Or > n% est une série de Riemann divergente. Donc

> uy, est divergente.

Si 0 ¢ 277, on écrit u, = < = a,b, avec a, = n% et b, := e, La condition 2. de

la version faible du théoréme faible d’Abel est clairement remplie.
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De plus, pour tout entier n, on a :

1Bn| = [1+e?+e 4+ .+ = ‘1_1(i(z;1)9
1 — etln+1)6
- ei% (e‘ig — ei%)
< 2 _ 1
h ’e_i% — ¢t fsin(5)]

Ainsi, la condition 1. de la version faible du théoréme d’Abel est remplie. Par consé-
quent, la série Y u, converge. En résumé, si o < 0, la série diverge, si o > 1, la série
est absolument convergente, et si « €]0;1], la série est semi-convergente pour tout
0 € R\27Z et divergente pour tout 6 € 27Z.

3.3 Opérations sur les séries

3.3.1 Commutativité

Remarque. Soit Y u, une série a termes complexes. Soit o une bijection de N dans N.
Les séries Y] uy, et ), Uy (,) ne sont pas nécessairement de la méme nature. Considérons
=t

la série de terme général u, = ~——— dont on sait qu’elle converge vers In(2) car
n=+0a0 ne1,n
) % = In(1 + ¢). On peut modifier Pordre des termes apparaissant dans
n—
cette série en écrivant :
”i‘”(—l)n—l RS S S SR S S N O
n B 2 3 4 5 6 7 8

n=1

La régle étant, aprés avoir commencé & 1, d’intercaler entre deux termes d’indice pair
(donc négatifs) successifs, 2, puis 4, puis 8, etc. termes consécutifs d’indice impair.
La nouvelle série obtenue diverge, car les groupes de 2* termes d’indices impairs
consécutifs constituent des paquets de Cauchy qui ne tendent pas vers 0. En effet, le
k-iéme paquet, de longueur 2%, est :

1 1 1 1 . 1
7S ST E—e— _— >
ol 1 T FF 1 T oRtiy3 +2(2k+1—1)—1 20261 —1) -1~ 4

—_

Ainsi, la nature de la série a été modifiée par cette permutation des termes.

Proposition 34. Soit >, u, une série a termes réels positifs convergente. Alors,
pour toute bijection o de N dans N, la série Y u,(,) est convergente et ces deux
séries ont la méme somme.
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Démonstration. Supposons que la série >, u, converge vers S € R. Pour tout n € N,
k=n k=N,

posons N, := max{c(k), k € [0;n]}. On a alors > u,) < > ux < 5. Donc la
k=0 k=0

série D uq(n) converge puis la suite des sommes partielles est majorée. En outre, si I'on
pose S, la somme de la série Zua(n), on a évidemment S, < S. En appliquant cette
inégalité, valable pour toute bijection o, & la bijection o=, on a alors Sy-1,, < So
soit S < S,. Ainsi, S = 5,. O

Corollaire 35. Soit >, u, une série a termes complexes absolument convergente.
Alors, pour toute bijection o de N dans N, la série Y uq () est absolument conver-
gente et l'on a :

Démonstration. Soit Y, u, une série & termes complexes absolument convergente.
D’aprés la proposition 34, la série Y, uy(,) est clairement absolument convergente. I1

reste donc & démontrer 1'égalité des sommes. Ecrivons u, := a, + ib,, puis
a, = af —a, et b, = bf — b, avec : af = sup{a,,0}, a, = —inf{a,,0},
b := sup{bn, 0} et b, = —inf{b,,0}. Comme les séries de termes respectifs a;, a,,,

b} et b, sont des séries & termes réels positifs, la proposition 34 s’applique & cha-
cune d’elle et nous donne le résultat, u,, étant une combinaison linéaire de ces quatre
termes. ]

3.3.2 Associativité

Remarque. Considérons la série de terme général u,, = (—1)". On sait que cette série
diverge puisque le terme général ne converge pas vers 0. Si ’on regroupe deux par deux
les termes consécutifs & partir de ug. On obtient vy := ug +u; = 0, v1 = us +uz = 0,
ceyUp = Ugp + Uspy1 = 0, etc. Autrement dit, on obtient la série nulle qui est
évidemment convergente. Ainsi, un regroupement quelconque de termes peut modifier
la nature d’une série.

Théoréme 36. (Théoréeme de sommation par paquets) Soit > u, une série a

termes complexes. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante telle
n=p(p+1)—1

que ¢(0) = 0. Pour tout p € N, posons v, = > u, et faisons I’hypothése
n=¢(p)
n=p(p+1)—1
(H) : lim > lun| = 0. Alors, > u, converge si, et seulement si, Y, vy
P2FO n=g(p)

converge et dans ce cas, ces deux séries ont la méme somme.
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Démonstration. = : supposons que Y, u, converge. Soit (S, )nen la suite des sommes
partielles de >} u,. Soit S € C sa limite. Pour tout pe N, on a :

k=p k=p [n=¢(k+1)—1 n=p(p+1)—1
PR 2 m|= ) =Sppena
k=0 k=0 n=¢(k) n=0

qui tend vers S lorsque p tend vers +oo. Ainsi >, v, converge et a la méme somme
que Y .

< : supposons que Y, v, converge et que ’hypothése (H) soit vérifice. Soit n € N. Il
existe un unique m € N tel que p(m) < n < ¢(m +1). En notant (S, )ney la suite des
sommes partielles de la série > u,,, on a :

k=m—1 k=n
Su= St O e 2 e Z o
k=p(m)
oti, par convention, S, (,,)—1 = 0 si m = 0. Lorsque n tend vers +00, on a aussi m qui
k=m—1
tend vers +o0. Puisque )] v, converge, on peut poser S’ := lim ) v sa somme.

m—+00 k=0
Ainsi, pour montrer que Y, u, converge et a pour somme S’ il s’agit de prouver que
k=n
>, wuy tend vers 0 lorsque n tend vers +o0. Or :

k=p(m)

k=n k=n k=p(m+1)—1

>ouk| < Q) |ugl < > |ug|, qui donne ce que I'on veut d’aprés 'hypo-
k=g(m) k=g(m) k=g (m)
these (H). O

Corollaire 37. Soit Y, u, une série a termes réels positifs. Soit ¢ : N —> N une

application strictement croissante telle que ©(0) = 0. Pour tout p € N, posons
n=p(p+1)—1

vp = > uy. Alors, Y u, converge si, et seulement si, > v, converge et

n=¢(p)
dans ce cas, ces deux séries ont la méme somme.

Démonstration. = : vu au théoréme 36.

<« : la série ) u,, étant a termes réels positifs, on a :

n=p(p+1)—1 n=p(p+1)—1
Z [tn| = Z Up = Up
n=¢(p) n=¢(p)

Comme la série Y v, converge, son terme général converge vers 0. La condition (H)
du théoréme 36 est ainsi remplie. Par conséquent, > u,, converge. O
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3.3.3 Distributivité

Définition 38. Soient  u, et > v, deux séries a termes complexes. La série de

terme général w,, défini par :

p=n
Wy, = Z apby = Zapbn_p
p=0

pt+q=n

est appelée le produit de Cauchy des séries > u, et >, vy,.

Remarque. Considérons les séries de termes généraux u, = (_\/l%n et v, = (_\/1%”.
D’aprés le théoréme des séries alternées, > u,, et Y v, convergent. Pour tout n € N*,
on a :
1
Wy, = Z Upvg = (—1)" Z —_—
pta=n pra=n VP4

Or, \/pq < 3(p+q). Dot |w,| = p+§=nﬁ = 2. Et donc (wy,),cn ne converge pas

vers 0. Par conséquent le produit de Cauchy des séries > u,, et Y] v, ne peut converger.

Théoréme 39. (Théoréme de Cauchy-Mertens) Soient > u, et >, v, deux séries
convergentes, dont l'une au moins est absolument convergente. Alors leur série

produit de Cauchy > w, converge et :

£ % (50 (5)(E

n=0 p+g=n p=0 q=0

Démonstration. Supposons que Y. u, soit absolument convergente et v, conver-
gente. Soit (R, (v)) nen la suite des restes de la série >} v,. La série Y v,, étant conver-
gente, la suite des restes (R,(v))neny converge vers 0. Ainsi, la suite

<o¢n = sup|R, (v)> neN est décroissante convergente vers 0. Notons respectivement

p=n
U et V les sommes des séries > u, et Y, v,. On vérifie aisément 'identité suivante :

(up+up+ ... +up)V—(wo+wi +... +wy) = wRp(v) +ur Rp—1(v) + ... + upRo(v)

Il en résulte, en notant (Sy,(u)) nen, (Sn(v)) nen €t (Sn(w)) nen les suites des sommes
partielles des séries > uy, >, v, et > w,, que, pour tout n € N, pour tout m € [0; n],

on a :

[Sn(w)V = Sp(w)] < (Juol + -+ + |um]) @nem + (ums1| + - - + |un]) ao

=+
< ( Z |Un|> An—m + (Ums1] + ...+ |un]) ao

n=0
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Soit & > 0. Comme > u, est absolument convergente, il existe m € N tel que, pour

tout entier n > m, on ait : [um41[+...+|un| < 55— Puisque <an = sup| R, (v)| | nen
p=n

converge vers 0 en décroissant, il existe un entier ng = m tel que, pour tout entier

n = ng, on ait :

)

0< QUn—m < n=+40
2 X |unl

n=0

Il en résulte alors que pour tout entier n > ng, [S,(u)V — Sy (v)| < § + § = €. Ainsi,
la suite (Sp(u)V — Sp(w)) nen converge vers 0. Comme (S, (1)) neny converge vers U,
cela nous donne que (S, (w)) nen converge vers UV. Clest-a-dire que la série > w,,
converge et que sa somme est égale a UV O






Chapitre 4

Vitesse de convergence.
Méthodes d’accélération de
convergence

Pré-requis

Suite réelle convergente, divergente.
Comparaison de deux suites réelles.
Suites adjacentes.

Suites récurrentes.

Fonction contractante.

Les constantes 7 et e.

Développements limités et développements asymptotiques de fonctions usuelles.

e B A T o

La legon se limite a la convergence de suites numériques réelles. En effet, en
ce qui concerne les séries, il est possible de se ramener a 1’étude de la suite de
leurs sommes partielles. Quant aux suites numériques complexes, I’on peut s’y
ramener en considérant séparément les parties réelles et imaginaires.

4.1 Vitesse d’une suite convergence

Remarque. Soit (u,)neny une suite de nombres réels qui converge vers [. Etudier la
vitesse de convergence de la suite (up)neny consiste & comparer la suite
(lon] = |un = 1),y qui est positive et tend vers 0, a une suite de référence bien
connue.
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4.1.1 Quelques étalons de référence

Proposition 40. Les suites réelles suivantes convergent toutes vers 0. De la plus
lente a la plus rapide, nous avons :

1
1. (4(ln(n))ﬂ)n>27 ﬂ > 0.

n%)nEN* ’

k™) 0<k<l
1

-
- (
- () ne
|
-

a > 0.

neN»

nm )nEN'

2n’)n€N'

D v N o

ol

Démonstration. Laissée en exercice au lecteur. O

4.1.2 Les convergences lente, géométrique et rapide

Définition 41. Soit (uy,)nen une suite réelle convergente vers un réel . La conver-

Unt1—l
Uy —1

gence de (un)nen est dite lente si ( D converge vers 1. Dans ce cas, il
ne

iste A, a € R}, tel —1| ~
existe A\, a € R tels que |u, |+oo

no

Exemples. 1. La suite (up),cy+ définie par u,, = (1+ %)n converge vers e. On a

Iz . . _ ~ £
I’équivalence : e — u, fodlrs
k=n 1
2. La suite (up ) ey définie par u, = >, 7 —In(n) converge vers la constante d’Euler-
k=1
. - . 1
Mascheroni v. On a I’équivalence : u, —v ~ 5-.

+00

Définition 42. Soit (uy,)nen une suite réelle convergente vers un réel . La conver-

Unt1—1
Uy —1

gence de (up)nen est dite géométrique si < ) converge vers k, avec
neN

0 < k < 1. Dans ce cas, il existe X € R: tel que |uy, — s k™.
e}

Exemple. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On pose w,, (respectivement
vp) le demi-périmeétre du polygone régulier & 2" cotés inscrit dans le (respectivement
)

circonscrit au) cercle unité. On démontre aisément que les suites (up)n>2 €t (Vn)n>2
3

sont adjacentes et convergent toutes les deux vers 7. De plus, v, —un ~ 5om-
+00
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Définition 43. Soit (uy,)nen une suite réelle convergente vers un réel . La conver-

Unt1—1
Uy —1

gence de (uy, )nen est dite rapide si ( ) converge vers 0. En particulier, elle
neN
Un 41—

est dite d’ordre r € N” si ( D"

) converge vers un réel ¢ strictement positif.
neN

Dans ce cas, il existe A € RY, r €]1; +oo[ et k €]0; 1] tels que |u,, — | s AT,
e}

ug >0
Exemples. 1. La suite de Héron (uy)nen définie par 1 d , ol
Up+1 = 5 (Un + *)

d € R, converge vers v/d. Cette convergence est rapide d’ordre 2 car (

un+1_\/g )
(un—Vd)2|) nen

1
nver rs —= > 0.
converge vers 5= 0

k=n
. _ 1 _ 1 . .
2. Les suites (un —kZO k,) et (vn = u, + W)neN* sont adjacentes et convergent
= neN
toutes les deux vers e. De plus, e — u,, ~ % et v, —e ~ —5.
+00 nn! +00 nJn!t

4.2 Méthodes d’accélération de la convergence

4.2.1 Barycentration

Exemple. Reprenons les suites (uy)ns>2 €t (Vpn)ns2 représentant les demi-périmétres
du polygone régulier & 2" cotés respectivement inscrit et circonscrit au cercle trigo-

nométrique. Posons, pour tout entier naturel n > 2, w,, = %un + %vn. Alors (W )n>2
. 5
converge vers 7 plus rapidement que (u,)n>2 €t (Vn)ns2. De plus, w, — 7 ~

o 20x167
4.2.2 Développement asymptotique
k=n
Exemple. Reprenons la suite (uy),cy- définie par u,, =Y, 1 — In(n). Pour tout
k=1
neN" u, —y = ﬁ — ﬁ +o (%) En posant, pour tout n € N, v, := u, — i, on

obtient une suite (vy,),cy+ qui converge vers 7 plus rapidement que (up,),en* -

4.2.3 Méthode de Romberg-Richardson

Théoréme 44. Soit (u,)nen une suite réelle convergente vers un réell pour laquelle
il existe A € R*, k, k' € R tels que |K'| < |k| <1 et u, =1+ \k™ + O (k™). Pour

tout n € N, posons v, = % Alors, pour tout n € N, v,, —l = O (k'™) et, par

conséquent, (U )nen converge géomélriqguement vers (.

Démonstration. Expliquons tout d’abord la construction de la suite (v, )nen. Il s’agit
d’éliminer le terme en k™ dans l'expression de u,,. L’idée, faute de connaitre A, est de
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regarder u,1, puis, en calculant u, 1 — ku,, d’éliminer les k™ entre les deux termes.
On note alors que (tp41 — kuy),, oy converge vers (1 —k)l et, en divisant par 1 —k, on
trouve une suite (v, )nen qui converge vers [. Pour tout n € N, posons u,, = [+ k" +w,
de sorte que w, = O (k™). Un rapide calcul donne, pour tout n € N :

Wn41 — kwn

1-k

vy —a =
Si lon a |wy,| < c|k™|, avec c € R, alors on a :

|wnia| + Kl [wn] _ ¢ (k] + [
1—k S 1-—k

v — 1] <

D’ou la convergence géométrique de la suite (v, )nen vers [.

Remarque. On peut formuler plusieurs remarques :
1. Pour que la méthode précédente ait un sens et un intérét, il faut :
(a) Connaitre le rapport k, indispensable pour calculer v,,.

(b) Ne pas connaitre le coefficient A (sinon, il suffit de retrancher Ak™ pour
avoir aussitot une suite qui converge comme un O (k'™)).

2. L’exemple de I'approximation de m par les longueurs des polygones réguliers
inscrits fournit un cas ol cette méthode s’applique.

3. Lorsque la rapidité de convergence obtenue n’est pas jugée satisfaisante, il est
possible d’itérer la méthode de Romberg-Richardson. Plus précisément, si ’on
dispose d’un développement asymptotique du type précédent & p termes, la
méthode peut étre itérée p fois.

4.2.4 Meéthode d’accélération d’Aitken

Remarque. 1l s’agit d’une variante de la méthode précédente adaptée au cas ou nous ne
connaissons pas la valeur de k dans le développement asymptotique
U, =1+ A" + O (K'™). L’idée consiste & déterminer k en remarquant que les termes

Up, Unt1 €6 up—1 sont respectivement de 'ordre de k", k"1 et k"' et donc, par
conséquent, que k est proche de ¢, = Z"tliﬁ Nous sommes alors amenés a étudier
n—Up—

la suite de terme général v,, = = —
n

Théoréme 45. Soit (uy,)nen une suite réelle convergente vers un réell pour laquelle
il existe A € R”, k, k' € R tels que |K'| < |k| < 1 et u, = + k™ + O (K'™). Pour

tout n € N*, posons v,, = “2E=C2n - Alors, pour tout n € N, v, —1 = O (k') et,

par conséquent, (Vp),ent CONVErge géométriquement vers .

2
/ Un4+1—CnlUn Uy ~—Un+1Un—1

/ . "
Démonstration. Pour tout n € N', v/, = = . Pour tout
» YUn 1—cp 2Up —Up41—Un—1

* *
n € N, posons N, := u% — Up4+1Up—1 €t Dy = 2uy — Upy1 — Up—1. Pour tout n e N°|
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v =l = N“%iD". Pour tout n € N, posons u,, := [+ k"™ +w,, de sorte que w,, = O (k™).
D’une part, le dénominateur D,, de v/, — [ est équivalent & —\(k — 1)2k"~L. D’autre
part :

N,, —ID,, = k"1 (2kw,, — k*w,_ — Wnt1) + w,zl — Wy 1Wn_1
d’ou :
IN, — 1Dy | < clk|" K"

ou ¢ > 0. Par conséquent, |v), — 1| < |k
converge géométriquement vers .

[, avec ¢ > 0. Autrement dit, (vy,),en*

O

Remarque. La méthode d’Aitken s’applique notamment aux suite récurrentes du type
Uunt1 = f(un). En effet, si Pon suppose la fonction f de classe C2 ([a,b];[a,b]) et
contractante, alors elle admet un unique point fixe « et, si on suppose f'(«) et
f"(«) non nuls, alors on peut prouver que la suite u converge vers « et que l'on a
le développement asymptotique u, = a + Af'(a)" + pf”(@)* + o (f'()*™), avec
M\ peR.

4.3 Approximations de constantes célébres

4.3.1 Approximation de 7

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On calcule le demi-périmétre du
polygone régulier a 2™ cotés inscrit dans le cercle unité. On obtient, pour tout
n =2, u, = 2"sin (QL)

2. On développe sin(z) au voisinage de 0 :

.’173 .’175 x2n+1

sm(x)ﬁx—g-i-ﬁ—i-...—&-(—l)

3. On en déduit, pour tout n > 2, u, = 2" sin (l) =7 — %3 X 2 +0 (i)

271
. PN 1 3 1
4. On applique le théoréme 44 avec k = 7, A = — % et k' = 5.
5. Aprés la premiére accélération de Romberg-Richardson, on obtient, pour tout
4y —u
n=2, v, = —rt—n

3

Aprés la deuxiéme accélération de Romberg-Richardson, on obtient, pour tout
; _ 16vpg1—v

n=2 v, = s

Apres la deuxiéme accélération de Romberg-Richardson, on obtient, pour tout
64vln+1 7vln

63
Voici les premiers termes de ces différentes suites.

n=2, v =
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4. Vitesse de convergence. Méthodes d’accélération de convergence

u v v v
n=2 | 2,828427125 | 3,13914757 | 3,141590392 3, 1415927
n =3 | 3,061467459 | 3,141437716 | 3,141592664 | 3,141592483
n=4 | 3,121445152 | 3,14158298 | 3,141592486
n=2>5 | 3,136548523 | 3,141591892
n==6| 3,14033105

Rappelons que 7 ~ 3,141592654.

4.3.2 Approximation de e

1. On utilise 'approximation de e par la suite (uy, ),en+ définie par u,, = (1 + %)n

2. Pour tout n € N, u,, = exp (nln(1+2)). On utilise les développements
limités du logarithme népérien et de ’exponentielle au voisinage de 0. On
obtient, pour tout n € N* :

1 1 N 11 21 N 1
b 2n  24n2  48n3 n3
3. On applique la méthode de Romberg-Richardson a la suite (vy,),,cn+ définie par
VUp = Ugn.

4. Les coefficients sont k1 = %, ko = 1

(V) ene €6 (V) ,en+ sont définies par :

et k3 = . Les trois suites (v),),ene,

!
vy, = 2Up41 — Up

UH — 4”;1.71]:1
U/// _ 8u;:7v;;
5. On obtient :
v v o o™

n =2 2,718235685
n=3 2,718044855
n=4 2,716051761
n=>5 | 2,676990129

Rappelons que e ~ 2, 718281828.
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4.4 Le cas des suites divergentes

Définition 46. Soit (u,)nen une suite réelle divergente vers +00. Sa vitesse de

divergence est la rapidité de convergence vers 0 de la suite (%) . On distingue
"/ neN

de la méme facon la divergence lente, géométrique et rapide.

Exemples. 1. Soit (up)nen la suite définie par uy > 0 et, pour tout n € N,
Upil = Up + 1% On a u, Ios v/2n. Ainsi, (un)nen diverge lentement vers +co.
n o

2. Soit (un)nen la suite définie par ug > 0 et, pour tout 7 € N, up11 = 2uy + /Un,.
Il existe c € R: tel que u, Ios c2™. Ainsi, (uy,)nen diverge géométriquement vers +oo.
oe]

3. Soit (uy)nen la suite définie par ug > 0 et, pour tout n € N, w1 = u, + u.
Il existe c € Ri tel que u,, o exp(c2™). Ainsi, (uy,)nen diverge rapidement vers +oo.






