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Avant-propos

Ce volume sur la théorie des probabilités destiné aux étudiants de L2 ou de
deuxieme année de classes préparatoires aux grandes écoles fait suite au cours
d’analyse publié dans la méme collection. Il peut étre considéré comme une ap-
plication des chapitres sur les séries et sur 'intégration. Ce livre sera aussi utile
aux candidats au Capes et a I’Agrégation interne de mathématiques. Pour les can-
didats au Capes, un volume comprenant ce cours est complété par une série de
problemes corrigés d’épreuves de capes portant sur les probabilités.

Notre objectif est de présenter de fagon rigoureuse les bases de la théorie des
probabilités sans référence a la théorie de la mesure, ce qui nous contraint a ad-
mettre certains résultats comme le théoreme 6.4 sur la densité de probabilité d’une
somme de deux variables aléatoires indépendantes a densité et le théoreme 6.15
de la limite centrale.

Le premier chapitre consacré a I'analyse combinatoire nous fournit les outils
indispensables dans le cadre simple des probabilités sur un univers fini. La formule
intuitive qui nous donne, sous I'’hypothese d’équiprobabilité, une mesure de pro-
babilité comme étant égale au « nombre de cas favorables sur le nombre de cas
possibles » nous rameéne a des calculs de dénombrement.

Dans un deuxieme chapitre, nous présentons ’axiomatique de Kolmogorov ot
les définitions et théorémes rencontrés sont ceux que l'on retrouvera en L3 dans
un cours de théorie de la mesure et intégration. Il s’agit essentiellement de « rai-
sonnements ensemblistes ». Ce chapitre est naturellement suivi d’un chapitre sur
les probabilités conditionnelles.

Pour ces deux chapitres, les applications que nous donnons ne se limitent pas
a quelques cas dits concrets de la vie courante. Nous laissons le soin au physicien
ou a I’économiste qui a étudié un tel cours de probabilité de donner ces exemples.
La « mathématisation » d’une situation concrete dépend de ce qui est attendu par
P'utilisateur et n’est pas toujours aisée. Nous donnons quelques applications a la
théorie des nombres, ce qui peut faire partie de la vie courante de ’étudiant en
mathématiques.

Les derniers chapitres sont consacrés a 1’étude des variables aléatoires et a
quelques problémes de convergence (convergence en probabilité, en moyenne et
en loi). Ces variables aléatoires sont tout d’abord étudiées dans le cas discret,
ou la notion d’espérance (ou de moyenne) se définit de maniere naturelle. Ce
chapitre correspond a ce qui est en général étudié en L2 et en deuxieme année de
classes préparatoires aux grandes écoles. Dans ce cadre discret, les raisonnements
utilisent essentiellement les résultats sur les séries numériques et les séries entieres.

f
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viii Avant-propos

Le cadre plus général des variables aléatoires est plus délicat et est présenté avec
la seule connaissance de I'intégrale de Riemann sur un segment. L’espérance d’une

+oo
variable aléatoire a valeurs positives est définie par E (X) = / P(X >t)dt
0

en constatant que la fonction ¢ — P (X >t) qui est décroissante est Riemann-
intégrable sur tout segment, ce qui nous suffit. Le chapitre correspondant nécessite
plus d’attention du fait de son caractére théorique. En premiére lecture, I’étudiant
pourra en admettre les principaux résultats. Enfin, le dernier chapitre est consacré
a étude des variables aléatoires a densité en se concentrant sur les exemples
classiques.

De nombreux exercices, classiques et moins classiques, tous corrigés en détail,
compleétent ce cours.

Pour conclure, nous tenons a remercier les éditions Deboeck et en particulier
Alain Luguet pour la confiance qu’ils nous accordent en publiant ce travail.
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Chapitre 1

Outils ensemblistes et
dénombrements

Les notions de bases sur les ensembles sont supposées acquises.

Pour ce chapitre, Q est un ensemble non vide et P () est ’ensemble de toutes
les parties de Q. Pour tout ensemble non vide F, on note F** ’ensemble des ap-
plications de €2 dans F. On rappelle que si f est une application de €2 dans F,
pour toute partie A de €2, I'image de A par f est le sous ensemble de F' défini par
f(A) ={f(z) |z € A} et pour toute partie B de F, I'image réciproque de B par
f est le sous ensemble de E défini par f~ (B) ={zx € Q| f (z) € B}.

1.1 Quelques rappels d’analyse combinatoire

Avec ce paragraphe nous rappelons quelques notions d’analyse combinatoire.

Le cardinal d’un ensemble E est le nombre, fini ou infini, de ses éléments. Il est
noté card (E) . Deux ensembles ont le méme cardinal si, et seulement si, ils sont
en bijection.

On dit qu’un ensemble E, fini ou infini, est dénombrable s’il existe une bijection
de E sur une partie de N.

Une sous-ensemble d’'un ensemble dénombrable, une réunion finie ou infinie
dénombrable d’ensembles dénombrables sont dénombrables.

Avec les deux théorémes qui suivent, on donne les propriétés essentielles du
cardinal d’un ensemble fini.

Théoréme 1.1.
Soient B, F, Ey,--- ,E, des ensembles finis avec n > 2.

1. Dans le cas ou les Ey sont deux a deux disjoints, on a :

card ( LnJ Ek> = i card (E})
k=1

k=1
2. Pour toute partie A de E, on a card (E \ A) = card (E)—card (4), donc
card (A) < card (E), [’égalité étant réalisée si, et seulement si, A= E.
3. On a card (E U F) = card (E) + card (F) — card (EN F) .

f
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2 Outils ensemblistes et dénombrements

4. On a card <HEk> = H card (Ey) .
k=1

k=1

Preuve.

1. Pour n = 2, on désigne par ny le cardinal de F; et par no celui de Es. On
dispose d’une bijection f; de Ej sur I,,, = {1,--- ,n;} et d’une bijection fo de
Es sur I,,, = {1,--- ,no}. L’application f définie sur E7 U Ey par :

| fi(z) size By

f(x)—{ ny+ fo(z) siz € Ey
réalise alors une bijection de Fy U Fy sur Iy, 1pn, = {1,-+ ,n1 + no}. En effet,
elle est bien définie puisque E; et Ey sont disjoints et pour tout k € I, 4p,, il
existe un unique z € Fy U By tel que k = f (), cet élément étant z = f; ' (k)
sil<k<niouz= f2_1 (k—mnq)sing +1 <k <ng;+ny. L'ensemble £y U Fy
est donc fini de cardinal ny +ne = card (Ey) + card (Es) . Supposant le résultat
acquis au rang n — 1 > 2, on a en utilisant le cas n = 2 et ’hypothese de
récurrence :

n n—1 n
card <U Ek> = card <U Ek> + card (E,) = Z card (Fy)
k=1 k=1 k=1
2. De la partition F = AU (E'\ 4), on déduit que :
card (F) = card (A) 4 card (F \ A) > card (A)

Supposons que card (E) = card (A). Si A # E, il existe alors z € E'\ A et de
l'inclusion AU{z} C E avec AN {z} =0, on déduit card (A) + 1 < card (E),
ce qui contredit 1'égalité card (F) = card (A). On a donc A = E. La réciproque
est évidente.

3. Des partitions EUF = (E\ F)UF et E=(E\ F)U(ENF), on déduit que :
card (FUF) = card (E \ F) + card (F)
et :
card (E) = card (E\ F) + card (EN F)
ce qui donne card (E U F') = card (E) 4 card (F) — card (EN F).
4. Pour n =2, en notant Fy = {y1, - ,Yn, } et en utilisant la partition :

no
By x Fy = UEl x {yx}
k=1

avec card (Ey X {yr}) = card (Ey) (E1 x {yr} et E; sont en bijection), on
obtient :

no n2
card (By X Ey) = anrd (B x {yx}) = anrd (Eq)
k=1 k=1

= ngy card (E4) = card (Ey) card (Es)

Le résultat pour n > 2 s’en déduit alors facilement par récurrence.

f
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Quelques rappels d’analyse combinatoire 3

Théoréme 1.2.

Soient E, F deux ensembles finis non vides de cardinaux respectifs p, n
et o dans FP.

On a card (F¥) = (card (F))card®

Si ¢ est injective, on a alors card (E) < card (F).
n!

Pourn > p, le nombre d’applications injectives de E dans F' est (—)'
n—p)!
Si ¢ est surjective, on a alors card (E) > card (F).

Si ¢ est bijective, on a alors card (E) = card (F) .

Pour n = p, le nombre d’applications bijectives de E dans F' est n!

On a card (o (E)) < min (card (E),card (F)) et ¢ est injective si, et
seulement si, on a card (¢ (E)) = card (E), ¢ est surjective si, et seule-
ment si, on a card (¢ (E)) = card (F).

8. Pourn=p, on a :

NS S o v~

(¢ injective) < (p surjective) < (¢ bijective)

9. S’il existe r € N* tel que pour tout y € F, o~ {y} est de cardinal v, ¢
est alors surjective et on a card (E) = rcard (F) (principe des bergers).

Preuve. Onnote E ={z1,--- ,zpt et F={y1, -+ ,yn}.

1.

Lapplication f +— (f (2£)), <}, réalisant une bijection de F¥ sur F”, on en
déduit que card (FE) = card (F?) = (card (F))? = (card (F))card(E) .

. Pour ¢ injective, ¢ (E) = {¢(x1), -+ ,¢(zp)} est une partie a p éléments de

F, donc p < n.

. On procede par récurrence sur p = card (F) en notant AP, le nombre d’injections

d’un ensemble a p éléments dans un ensemble a n éléments. Pour p = 1, toute

application de {x1} dans F' est injective, ce qui donne n = possibilités.

n—1)!
Supposons le résultat acquis au rang p—1 > 1. Une injectiogl de E) dans F étant
uniquement déterminée par sa restriction a E,_1 = {x1,--- ,2p—1} qui est une
injection de de E,_; dans F' et par ¢ (z,) qui est dans F'\ ¢ (E,_1) de cardinal
n —p+ 1, on en déduit que :

n! n!

N YOl

AP = Ar~! (n=p+1) =y

. Pour ¢ surjective, chaque ensemble ¢! {y; } est non vide, donc de la partition :

E=¢ ' (F)=¢" (U {yk}> =Ue Hu}
k=1

k=1

on déduit que p > n.

. Résulte des points 2 et 4.

f
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4 Outils ensemblistes et dénombrements

6. Résulte du point 3.
7. Comme ¢ (E) C F,onacard (¢ (E)) < card (F) . Ennotant ¢ (E) = {z1,-++ , 2m },
ou les z, pour k compris entre 1 et m sont deux a deux distincts, on a la par-

m
tition E = U o~z } et légalité :
k=1

card (F) = anrd (7" {zk}) = m = card (¢ (E))
k=1

car les =1 {z;} sont non vides. Si ¢ est injective, elle induit alors une bi-
jection de E sur ¢ (F) et on a card (¢ (E)) = card (F). Réciproquement si
p = card (¢ (E)) = card (E), les ¢~ {yx} sont alors tous de cardinal égal &
1, ce qui signifie que tout élément de ¢ (F) a un unique antécédent dans E,
donc ¢ est bijective de E sur ¢ (E) et injective de E dans F. Si ¢ est surjec-
tive, on a alors ¢ (E) = F, donc card (¢ (F)) = card (F) . Réciproquement si
card (¢ (F)) = card (F'), on a alors ¢ (E) = F et ¢ est surjective.

8. Si ¢ est injective, on a card (¢ (E)) = card (F) = card (F), donc ¢ (E) = F et
© est surjective. Si ¢ est surjective, on a card (¢ (E)) = card (F') = card (E) et
@ est injective, donc bijective. Enfin si ¢ est bijective, elle alors injective. Les
trois propositions sont donc bien équivalentes.

9. Si o=t {y} est de cardinal r > 1 pour tout y € F, tous ces ensembles sont non

n
vides et ¢ est surjective. De la partition £ = U o 1 {yr}, on déduit que :
k=1

card (E) = Z card (¢~ {yx}) = nr = rcard (F)
k=1

Le point 3 du théoréme 1.1 se généralise comme suit.

Théoréme 1.3. Formule de Poincaré
Si (Ag)y<p<, €5t une suite de parties finies d’un ensemble €2, on a alors :
n n
card (U Ak> = Z (—l)k_lpk,n
k=1 k=1

ol on a noté pi, = Z card (A;, N---NA;,) pour 1 <k < n.
1<i1 < <ixg<n

Preuve. Pour n =1, c’est clair et pour n = 2, c’est le point 3 du théoreme 1.1.
Supposons le résultat acquis pour n > 2 et soit (Ax);<p<, 41 une suite de parties

n
finies de 2. En notant B = U Ay, le cas n = 2, nous donne :
k=1

n+1
card (U Ak) = card (A,41) + card (B) — card (4,41 N B)
k=1
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Quelques rappels d’analyse combinatoire 5

En utilisant I’hypotheése de récurrence, on a :

n

card (B) = Z (—1)F Z card (4;, N---NA;,)

k=1 1<i < <ip<n
donc :
n+1
card (A,+1) + card (B) = Z card (A;,)
=1
—I—E:(—l)ki1 Z card (4;, N---NA;,)
k=2 1<iy <--<ip<ntl
et :

card (4,41 N B) = card <U AN An+1>
k=1

= Z (—1)j71 Z card (A“ n---N Aij n An+1)
j=1

1< < <ij<n
n
j—1
= Z(fl)J Z card (Ag, N---NA; NA;L)
j=1 1<iq < <ij<ijpi1=n+1
Le changement d’indice k = j 4+ 1 dans cette derniere somme nous donne :

n+1

card (A,+1 N B) = Z (-1)F Z card (4;, NN A;,_, NA;)
k=2 1<iy <o <ipo1 <ip=n-+1
Donc :
n+1 n+1 n
card <U Ak> = Z card (A;,) + Z (—1)16_1 Z card (4;, N---NA;,)
k=1 i1=1 k=2 1<i <o <ip<ntl
n+1
+Z(71)k71 Z card (Ai1 Nn---NA;,_, ﬁAik)
k=2 1<iy <o <ip—1 <ip=n-+1
n+1

- Z(fl)k_l Z card (4;, N+~ N A;,)
k=1

1< < <ip<n+1
en utilisant, pour tout £ compris entre 2 et n + 1 la partition :
(i, i) | 1< i < <ig<n+ 1} ={(in, i) [1<i < <ip <n+1}
U{(Zl, ,ik,l,n—}—l) | 1< < <ip_q <n+1}
(]
Avec I'exercice 4.15, on donne une preuve plus élégante de cette formule en utili-

sant une formule de Poincaré pour les fonctions indicatrices d’ensemble (théoréme
1.14).
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6 Outils ensemblistes et dénombrements

En probabilités élémentaires, on peut étre conduit a considérer des tirages de p
objets pris dans un ensemble F' a n éléments.
Il y a essentiellement quatre fagons de procéder.

— On peut effectuer des tirages avec remise et avec ordre, ce qui signifie que
I'on extrait les objets un & un en remettant, apres chaque tirage, 'objet dans
lensemble F. Un tel tirage est un arrangement (I’ordre est important) avec
répétitions et revient & se donner une application de E = {1,--- ,p} dans F,
ce qui donne nP possibilités. Par exemple, former des sigles avec p lettres de
I’alphabet est un arrangement avec répétitions de p lettres parmi les 26.

— On peut effectuer des tirages sans remise et avec ordre, ce qui signifie que ’on
extrait les objets un a un sans les remettre dans ’ensemble F. Un tel tirage
est un arrangement sans répétitions et revient a se donner une application
injective de E = {1,---,p} dans F, ce qui donne 0 possibilités si p > n et
AP =

ﬁ possibilités si p < n. Par exemple, un jeu de tiercé est un

n—p)!
arrangement sans répétitions de 3 chevaux parmi n.

— On peut extraire les p objets simultanément. Un tel tirage est une combi-
naison ('ordre n’a pas d’importance) sans répétitions et revient & choisir un
sous ensemble A & p éléments dans F. Un tel ensemble A étant choisi, il peut
étre ordonné de p! fagons, ce qui donne p! arrangements, on a donc en notant

(n) ce nombre de combinaisons, AP = p! (n), soit (n) =0sip>net
p p p

;sip <. Cette quantité est aussi le nombre de parties a

p) ~ pl(n—p)
p éléments d’un ensemble a n éléments. Par exemple, un jeu de loto est une
combinaison de 6 numéros parmi 49.

— On peut extraire les p objets simultanément et parmi ces objets certains sont
identiques. Un tel tirage est une combinaison (’ordre n’a pas d’importance)
avec répétitions. La donnée d’un tel tirage équivaut a celle d'un n-uplet

n

(Mk)1§k§n d’entiers positifs ou nul tel que Z,uk = p. En notant I'? le

k=1
nombre de toutes ces combinaisons, on vérifie facilement qu’on a la relation

de récurrence I'? = T? | + P! avec les conditions initiales '), = '} = 1,

n—1
n+p—1

ce qui implique que I'’ = (exercice 1.8). Par exemple, une

piece d’'un jeu de domino est formé de deux symboles pris dans 1’ensemble
{1,2,3,4,5,6, Blanc} , ordre de deux symboles étant sans importance et les
répétitions possibles.

. . . . . n N ~
Les relations suivantes sur les coefficients binomiaux ( sont & connaitre :
p

n n

> (>< >pour0§p§n;
p n—p

> (n>—<n)—lpourn20;
n 0
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n n/in-—1
> = — pour 1 <p<n-—1;
D p\p—1

—1 —1
<n> = (n ) + (n 1) pour 1 <p <n —1 (triangle de Pascal);

b p

v

n

> (a+b)" = Z (Z) a*b"=* pour n € N et a et b dans un anneau commutatif
A (formule kdzt? binéme de Newton);

> (1+X)" = i:(:) X* dans I'anneau K [X] des polynomes & coefficients
dans un corpg:C%mmutatif K pour n € N;

> Z(Z) = 2" et I;)(Z) (—1)]C = 0 (en prenant respectivement X = 1 et

k=0 =
X = —1 dans I'égalité de Newton), ces égalités entrainant que, pour n € N*
n n
= = 271—1.
ona 3 (Qj) 2 (Qj + 1)
0<25<n 0<2j+1<n

1.2 Quelques classiques dénombrements

La formule d’inversion de Pascal qui suit nous sera utile pour calculer le nombre
de dérangements d’un ensemble fini ainsi que le nombre de surjections entre deux
ensembles finis.

Théoréme 1.4. Formule d’inversion de Pascal

St (fr)nen €t (9n)nen s0nt deuz suites de réels telles que :

neN, fu=3 (Z)gk

k=0

on a alors :

VneN, g,=Y ()" (Z) fi

k=0

Preuve. On peut prouver cette formule en utilisant un argument d’algebre li-
néaire.

Pour n = 0, c’est clair. En supposant n > 1, on note F' et G les vecteurs de
R™! définis par F = (fi)gcpen s G = (Gk)gcne, €t on a F = PG, ou P est la
matrice carrée d’ordre n + 1 :

f
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(matrice de Pascal) et il s’agit de montrer que P est inversible, puis de calculer

k
k )
son inverse. En utilisant, pour 0 < k < n, légalité (1 + X)]C = Z( _)X] dans
=0
R,, [X], on remarque que :

(

: : R
0 0 .- 0 (Z)

)

est la matrice de passage de la base canonique (X" ala base ( 14+ X k)
st la matri passag noniqu ( )nggn (1+X) o<hen
de R, [X]. Cette matrice est inversible et son inverse est la matrice de passage de

((1 + X)k> e a (X*) <)<, » qui s'obtient avec :
0<k<n =N=

k
XF=1+x -1 =3 (k> (1+X) ()"

im0 M
On a donc :
0 -G © - D@
o 1) -~ - =)
=0 0o @ - :
: . (=D (nﬁ1)
0 0 0 o
et :
(o) 0 0
(o) (1) 0 0
Pr=1Q7 = () -0 G 0
: : 0
UG DTG e (DGR ()
L’égalité G = P~'F nous donne alors g, = i (—l)nfk (Z) Tr- O

k=0
On peut aussi vérifier directement la formule d’inversion, dans la mesure ou on

a lintuition de cette formule, ce qui n’est pas évident (exercice 1.11).
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1.2.1 Dérangements d’un ensemble a n éléments

Pour n € N*, on note I,, = {1,2,--- ,n}.
On rappelle qu’'une permutation de I,, est une bijection de I,, sur lui méme et
que 'ensemble §,, de ces permutations est un groupe appelé groupe symétrique.

Définition 1.1. Pour tout n € N*| on appelle dérangement de I, toute
permutation o de I, n'ayant aucun point fize (i. e. telle que o (i) # i pour
tout i € I,).

2021/4/29 — 15 :47 — page 9 — #17

Pour tout p € N*, on note 9, le nombre de dérangements de I,,. On a §; = 0 et,
par convention, on pose g = 1.

Pour n € N* et tout entier £ compris entre 0 et n, on note S, 1 le sous-ensemble
du groupe symétrique S,, formé des permutations de I,, qui ont exactement k points
fixes. Pour k = 0, les éléments de S, ¢ sont les dérangements de [,,. Pour k£ = n,
onas,, ={Id} etpourk=n—-1 onas,,-1 =0 puisquune permutation
qui a n — 1 points fixes en a obligatoirement n, il n’en n’existe donc pas qui ont
exactement n — 1 points fixes.

Lemme 1.1 Pour tout n € N* et tout entier k compris entre 0 et n, on a

card (S k) = (Z) Sn—k-

Preuve. Pour k =0, S, est ensemble des dérangements et card (S,,0) = 0.
Pour k = n, S, est réduit & {Id} et on a convenu que &y = 1. Pour k = n — 1,
Spon—1 est vide et 6; = 0. Pour n > 3 et k compris entre 1 et n — 2, en choisissant
un ensemble de k points fixes dans I,, il y a 0,,_; dérangements possibles pour les

n
n — k points restants et comme il y a ( k) fagons de choisir ces k points fixes, on

a card (S, 1) = <Z> On—rk- O

Théoréme 1.5.

Pour tout n € N, onan!:Z< )(5k et o, k'

k=0

Preuve. Pour n = 0 c’est clair vu les conventions 0! = §y = 1. Pour n > 1, en

utilisant la partition S,, = LJSW€7 on obtient :
k=0

n! = card (S Z card (Sy, k) Z (k) Ok

puis, en utilisant la formule d’inversion de Pascal, on en déduit que :

= e (=

k=0 =0

f
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O
Remarque 1.1 Pour tout entier naturel n, on a — = Z = — + R,, ot
e = k! n!
+oo (_1)k 1
|Rn| = k;ﬂ o < CE] (magoration du reste d’une série alternée). Il en

résulte que, pour toutn > 2, on a :

n! 1 1
— — 0| =nl|Ry| < — < =
e n!| |_n—|—1 2
donc f§<—75n<§ et en conséquence, 5n<—+§<5n+1, ce qui implique
1 ! 1 1
que5n:|:n_+_:| ~ n—.Pournzl,ona51:0:E(_+_),
e 2| n—+oo e e 2

L’expression de ¢, obtenue avec le théoreme précédent peut se retrouver en
utilisant la formule de Poincaré sur les cardinaux (exercice 1.12). Elle peut aussi se
prouver par récurrence (exercice 1.14) ou en utilisant une série génératrice (exercice

1.15).

1.2.2 Nombre de surjections d’un ensemble a p éléments sur
un ensemble a n éléments

Pour tout couple (p, n) d’entiers naturels non nuls, on désigne par u,, , le nombre
d’applications surjectives de I’ensemble I, sur ensemble I,, (ou plus généralement
d’un ensemble a p éléments sur un ensemble & n éléments) en convenant que
up,0 = 0 pour tout entier naturel non nul p.

Si ¢ est une surjection de I, sur I,,, on a nécessairement p > n, (théoreme 1.2),
donc up,, = 0 pour n > p.

L’unique application de I, sur I; étant surjective, on a u,; = 1 et toute sur-
jection de I,, sur I, étant bijective, on a uy,, = n!

Théoréme 1.6.

@ n
Pourp2mn 21, onan = Z(Z) Upk € Uppn = Z(Z) (_1)n_k kP.

k=0 k=0

Preuve. Le nombre d’applications de I, dans I, est card (I#) = nP. Toute

application ¢ de I, dans I,, est surjective de I, sur Im (¢) qui est une partie de I,,
a k éléments, ou k est un entier compris entre 1 et n. Pour k fixé entre 1 et n, il y
a up  surjections possibles de I, sur une partie A de I,, & k éléments et comme il

n n
ya ( k) facons de choisir une telle partie A, cela nous donne ( k) Uy, SUrjections

n
n
possibles de I, sur une partie de I,, a k éléments, donc un total de Z <k) Up ks
k=1

f

—
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applications possibles de I, dans I,,. Avec la convention u,o = 0, on déduit que

k
k=0

n
n n—k
tpn =§j(k) (—1)" e, o
k=0
L’expression de u, , obtenue avec le théoreme précédent peut aussi se prouver
en utilisant une série génératrice (exercice 1.16).

Pour p = n, on retrouve bien le nombre de bijections u, , = n!; pour p=n+1

3 1
on a Upiin = g(nJrl)!; pour p = n+ 2, on a Upt2, = %(n+g)[

n
n
nP = Z( )up,k. En utilisant la formule d’inversion de Pascal, on en déduit que

(exercice 1.16).

1.2.3 Nombre de partitions d’un ensemble a n éléments

Pour tout n € N*, on désigne par 3, le nombre de partitions de I,, (nombres
de Bell) et on convient que Sy = 1.

On a par exemple, Iy = {1} et 1 = 1; I, = {1,2} = {1} U {2} et B2 = 2;
I3 = {1,2,3} = {1} U{2,3} = {1} U{2} U {3} = {1,2} U {3} = {1,3} U {2} et
B3 = 5.

Lemme 1.2 Pour toutn € N*, on a 11 = Z(Z) B-
k=0

Preuve. On désigne par &,+1 'ensemble de toutes les partitions de I,, 41 et on le
n

partitionne en &, 11 = U Ent1.k, O E41 1 est 'ensemble de toutes les partitions
k=0

de la forme I,,11 = J; U--- U Jp, ol le sous-ensemble J,, de I, contient n + 1 et

est de cardinal k + 1. Choisir J,, revient a choisir une partie a k éléments dans I,,,

n
ce qui donne ( k:) possibilités et pour J, choisi, il y a 3, partitions possibles de

I41\ Jp. On a donc card (E,41.%) = (:) Bn_r et :

2 (-2 (2 )r -2 ()

5n+1 -
k =0

Lemme 1.3 Pour tout n € N*, on a Uencadrement \/(n — 1)! < g, < n!
Preuve. On a fy = 1 = 1, donc l'inégalité 5, < n! est acquise pour n = 0, 1.
La supposant acquise jusqu’au rang n > 1, on a :

n

" ! " !
ﬁ’n+1 = Z (Z)ﬁk < ka' :Zﬁ
k=0 k=0

k=0
<(n+nl=(n+1)
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Montrons ensuite que 32 > (n — 1)! pour n > 1. On a :

/BnJrl = Z (Z) ﬁnfk > (?) ﬁnfl = nﬁnfl

k=0
donc :

(21?) Bap—1 2 (2p) (2(p — 1)) B2p-3
> (2p) 2(p—1))---(2) fr = 27p!

62p+1

vV 1V

et :

Bap > (2p—-1) 52(;;—1) >2p—-1)(2p—-3) 52(17—2)

(2p)!
22 (=D p=3)- (D=0
11 en résulte que B2, > Bopi1fay > 2P '@:( )! et
q 2p+1 = P2p+1P2p = 27P- 20! D):
2 (QP)' p—1 | — (2]))‘ _ |
B3y = Bopbop—1 > 21’_}7!2 (p—D!'= o (2p—1)!
On a au final, 'encadrement /(n — 1)! < 3, < n! O
Théoréme 1.7. Formule de Dobinski
18Rkm
Pour tout n € N*, on a 3, = EZE
. 1) N 1
Preuve. De B— > Uy = & et lim Untl _ lim i =0, on
n! n! n—+00 Uy, n—+oon + 1 \/_

déduit que la série entiere E —x a un rayon de convergence infini. On note

f (z) sa somme. On a le prodult de Cauchy des séries entiéres :

o= (B0} (S 20) -8 (i )

_+00l n ﬁn—&-l n_+oo 3, .
_T;Jn! (;() ) Z —;—(n_l)!x = f"(x)

Il en résulte que : - )
Ve e R, f(z) = el <9 = \ee

e®

1 1 @
avec f (0) = By = 1 = Xe, ce qui nous donne A = = et f (z) = —e® =e° ~1. Pour
e e

tout réel z, on a :
OO

. +0  kx 1 +oo
S Yy

n
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klz)" . ka)"
Comme Z (kl' |') =" < 400, la série double Z (k' )' est absolu-
(k,n)EN2 e (k,n)eN?2 v
+ +00 ;7 n
ment sommable et on peut écrire que e¢ = Z — | — et:
= \= k! | n!

X 1 o 1R [k a2
F@=2 = =2 (L)

400,

ce qui nous donne = - — pour tout n € N. O
q Bn ekz_o T P

1.2.4 Nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en
k parties

Pour n € N* et tout entier k compris entre 1 et n, on note .S, ;, le nombre de
partitions de I, = {1,--- ,n} en k parties. On convient que S, o =0 et Spo = 1.
Les S,, 1 sont les nombres de Stirling de deuxieme espece.

n
L’unique partition de I,, en n parties est I,, = U {j}, donc S,,,, = 1.
j=1

n
Le nombre de partitions de I, est 3, = ZS”J“‘
k=0
Le nombre wu,, ; de surjections de I, sur I, peut s’exprimer en fonction du
nombre de Stirling S,

Théoréme 1.8.

Pour tout n € N* et tout entier k compris entre 1 et n, le nombre de
surjections de I, sur I, est wy j = klSy .

k
Preuve. Pour toute surjection f de I,, sur i, on a la partition I,, = LJf_1 {j}.
j=1
k
Réciproquement, a toute partition I,, = UAj’ on peut associer la surjection f de
j=1
I,, sur I, définie par f (i) = j pour tout j € {1,--- ,k} et tout ¢ € A;. Comme il
y a k! bijections de {A4,---, Ax} sur I, et S, partitions de I,, en k parties, on
en déduit que uy, i, = k!Sy . O
Du théoréeme précédent, on déduit une expression des nombres de Bell f3,.
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n

k
Corollaire 1.1. En notant S, = Z( k')
k=0

pour tout n € N*, on a :

ﬂn = ZSn—k%
k=1

Preuve. Pour tout n € N*, on a :

n En n n— n n—k k+] En
s =2 o 0 ()

k=1j=0 k=1j=0
n n .
k™ i—k [ 1 k™
-3y ( )= X et ()5S
k=li= 1<k<i<n
n 1 7 N un n
SN W Z 3 S = B
i=1 k=1 i=1
O
Théoréme 1.9.
Pour tout entier n > 2 et tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a
Sn,k = Sn—l,k—l + kSn—l,k-
k
Preuve. Pour k=1,onal=25,1=2S5,_10+S,-11. Pour k > 2 si [, = UAj
j=1

est une partition de I,, en k parties, il y a alors deux possibilités, soit 'un des A;
k

est égal & {n} et dans ce cas UAj est une partition de I,,_1 en k — 1 parties,
j=1
J#i

ce qui donne S,,_1 ,—1 possibilités, soit aucun des A; n’est égale & {n} et dans

ce cas n est dans 'un des A; (k possibilités), de sorte que (A; \ {n}) U UA

J#Z
est une partition de I,,—; en k parties (comme A; # {n}, il a au moins deux

éléments), ce qui donne kS,,_1 j possibilités. On a donc la relation de récurrence,
Snk = Sn—1,k—1 + kSn_1k. O

Le théoreme précédent nous donne une formule de récurrence pour le nombre
de surjections de I,, sur I} :

Un k= k!Sn’k =k ((k' — 1)!Sn71,k71 + k!Snfl,k)

=k (Un—1k-1+ Un—1k)

pour n € N* et 1 <k <n.

f

—
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Ces nombres de Stirling apparaissent aussi comme les coefficients de la matrice

de passage de la base (Pp)y<,<,, a la base canonique (X"),<,,<,, de Ry [X], o
n—1

Py(X)=1et P, (X) = H (X — k) pour n > 1. Précisément, on a le résultat

) k=0
suivant.

Théoréme 1.10.

La famille de polynomes (Py), oy est une base de R [X] et pour tout n € N,

n
ona X" = ZSn,kPk (X).
k=0

Preuve. La famille (Py),y qui échelonnée en degrés (i. e. deg(Py) = k pour
tout k € N) est une une base de R [X].
Pourn=0etn=1onal=F(X)=Set:

X =P (X)=S510P) (X)+ S11P1 (X)

Supposant le résultat acquis au rang n —1 > 1, on a :

n—1
X=X .X""1= an_l,kXPk (X)
k=0

avec Pry1 (X) = (X — k) Pr (X), ce qui nous donne :

X" = X_:Sn_l,k (Pk+1 (X) + kP (X))

k=0
n n—1
=D Sn-14-1Pe (X) + D kSu-16Pe (X)
k=1 k=1

M=

(Sn—1k—1+kSn_11) Pr (X) = an,kpk (X) = an,kpk (X)
=1 k=0

ol
Il
-

1.3 Fonctions indicatrices d’ensembles

A toute partie A de Q, on associe sa fonction indicatrice (ou caractéristique)
définie par :

1a: Q — {0,1}
s lsize A
. Osiz¢ A

On vérifie facilement, que pour toute partie A de 2, on a Ig\4 =1 —14.
Les fonctions indicatrices permettent de transformer des opérations ensem-
blistes ou probabilistes en opérations algébriques sur des fonctions.

f

—
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