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Avant-propos

Cet ouvrage dépasse le cadre classique d’'un formulaire : il contient un résumé
complet de cours comprenant souvent des remarques, parfois des exemples ou des
contre-exemples. Il couvre le programme des classes préparatoires scientifiques, en
particulier les programmes de MPSI et MP, mais aussi certaines notions et certains
chapitres étudiés dans le premier cycle universitaire (séries de Fourier, variables
aléatoires & densité). Il intéressera également les candidats au Capes.

L’ouvrage est divisé en trois parties : analyse, rédigée par Olivier RODOT, algebre
et probabilités, rédigées par Jean-Etienne ROMBALDI.

L’index est particulierement soigné afin de permettre a I’étudiant de trouver im-
médiatement 'information cherchée.

En fin d’ouvrage sont rassemblés un formulaire de trigonométrie, les dérivées et
primitives usuelles ainsi que les développements limités et les développements en
séries entieres classiques.

Les auteurs esperent que ce formulaire constituera une aide précieuse pour 1’étu-
diant souhaitant s’assurer de I'assimilation du tres vaste programme de mathéma-
tiques des deux premieéres années post-baccalauréat.

Nous tenons a remercier tres chaleureusement le travail trés ingrat et méticuleux de
relecture assuré par Frangois PANTIGNY et Jérome CARTAILLER. Leurs remarques
pertinentes se sont révélées tres utiles.

Nous remercions également Francois PANTIGNY pour sa proposition de mise en
page, notamment au niveau des en-tétes de chapitres.

Enfin, nous remercions les éditions De Boeck et, en particulier, Alain LUGUET,
pour la confiance témoignée lors de la rédaction de cet ouvrage.

N’hésitez pas a nous faire part de vos remarques ou suggestions en nous envoyant
un courrier électronique a l’adresse suivante : rodot.livre.maths@gmail.com

Olivier RODOT et Jean-Etienne ROMBALDI






ANALYSE






Suites numériques

Les premiéres notions se concentrent sur I’étude des suites réelles puis s’étendront
ensuite aux suites complexes.

K désigne R ou C.

1.1 Borne supérieure, borne inférieure

Définition
Soit A une partie de R.

On dit qu'un réel M est un majorant de A si, pour tout z € A, x < M.

Le plus petit (s'il existe) des majorants de A est appelé la borne supéricure!

de A notée sup A.

On dit qu'un réel m est un minorant de A si, pour tout x € A, x > m.

Le plus grand (s'il existe) des minorants de A est appelé la borne inférieure?

de A notée inf A.

Par exemple |0, +o0o[ n’admet pas de borne supérieure mais admet 0 comme borne
inférieure.

Ne pas confondre plus grand élément et borne supérieure : par exemple, 1 est la
borne supérieure de [0, 1[ mais [0, 1[ n’admet pas de plus grand élément. On remar-
quera que la borne supérieure d’une partie A de R n’appartient pas nécessairement
a A.

En revanche, on a le théoreme qui suit.

1. ou supremum.
2. ou infimum.



16 1 ¢ Suites numériques

Théoréme

Soit A une partie de R.

Si A admet un plus grand élément, alors A admet une borne supérieure
vérifiant sup A = max A.

Si A admet un plus petit élément, alors A admet une borne inférieure
vérifiant inf A = min A.

Théoréme

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure 3.

Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Théoréme

Soient A une partie non vide et majorée de R et M € R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes? :
(i) M =supA;
(i) { M est un majorant de A;
Ve >0, da€e A, a>M —e¢.

Soit A une partie non vide et minorée de R et m € R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes® :
(i) m = inf A;
(i) { m est un minorant de A ;
Ve >0, da€ A, a<m+e.

1.2 Généralités sur les suites réelles
Définition

Soit N € N. On appelle suite réelle® toute application
u {neN,n)N}—HR.

L’image d’un entier naturel n > N par u est alors notée u,, et la suite u est
également le plus souvent notée (u,)n>n-

3. Ce résultat est faux pour Q. Par exemple, A = {x €Q, 22 < 2} est une partie non vide et
majorée de Q n’admettant pas de borne supérieure (dans Q).

4. L’assertion (ii) exprime le fait que M est un majorant de A et que pour tout € > 0, M — ¢
n’est plus un majorant de A ce qui correspond bien a la définition du plus petit des majorants
de A.

5. L’assertion (ii) exprime le fait que m est un minorant de A et que pour tout € > 0, m + ¢
n’est plus un minorant de A ce qui correspond bien & la définition du plus grand des minorants
de A.
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Pour faciliter la lecture de ce chapitre, on prendra N = 0 sachant que les définitions
et théorémes s’adaptent aisément au cas général .
L’ensemble des suites réelles est noté RY.
On dit qu’une suite réelle (u,,) vérifie une propriété P, d partir d’un certain rang
i 8 .. o
Sl AN €N, VneN, n> N = u, vérifie la propriété P,.
Définition
Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,,) est majorée si
dM eR, VneN, u, <M.
Le réel M est alors appelé un majorant de (uy,).
On dit que (u,) est minorée si
Im eR, Vn e N, u, > m.

Le réel m est alors appelé un minorant de (u.,).
On dit que (u,) est bornée si (uy,,) est majorée et minorée autrement dit si®

I(m, M) € R?, VneN, m < u, < M.

Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle.
Alors (uy,) est bornée si, et seulement si, (Ju,|) est majorée.

Une combinaison linéaire de suites réelles bornées est une suite réelle bornée de
méme que le produit de deux suites réelles bornées.

Définition

Soit (uy,) une suite réelle. On dit que (u,,) est constante si

deeR, Vn €N, u, =c.

On dit que (uy,) est stationnaire si (u,) est constante & partir d’un certain

rang c’est-a-dire si !°

AN eN, dceR, VneN, n> N = u, =c.

6. On emploie aussi 'expression suite de réels.
7. Afin d’alléger Décriture, (ur) désignera dans le reste du chapitre et de Pouvrage (un)nen-
8. Ce qui s’écrit souvent en abrégé : IN € N, Vn > N, wu,, vérifie la propriété P,.
9. Lorsque (un) est bornée, m et M sont des réels, ne dépendant donc pas de n € N, et ne
sont pas uniques.
10. Ce qui s’écrit également en abrégé : AN € N, 3c € R, Vn > N, u,, = c.
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Par exemple, la suite (u,) définie pour tout n € N par!! u, = LLLJ + 1 est
stationnaire car pour tout n > 2, u,, = 1.

Définition

Soit (u,) une suite réelle.

On dit que (uy,) est croissante si, pour tout n € N, w,, < tyq1.
On dit que (u,) est décroissante si, pour tout n € N, up, = 1.
On dit que (u,) est monotone si (u,) est croissante ou décroissante.

1.3 Limite d’une suite réelle

Définition
Soit (u,) une suite réelle.
On dit que (u,,) admet 23 une limite finie £ € R si 14

Ve>0,INeN, VneN, n >N = |u, — (| <e.

(u,,) admet une limite £ € R signifie donc que, pour tout € > 0, tous les termes de
la suite sont dans 'intervalle |¢ — e, ¢ + €[ & partir d'un certain rang.
Définition
Soit (uy,) une suite réelle.
On dit (uy,) tend vers 400 si
VAeR, ANeN, VvneN, n> N = u, > A.
On dit (uy,) tend vers —oo si

VAeR, ANeN, VneN, n> N = u, < A.

11. On rappelle que la fonction partie entiére, notée | - |, est définie pour tout z € R par le
plus grand entier relatif inférieur ou égal & x.

12. ou conwverge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont & connaitre.

13. Sous-entendu en 400 ou quand n tend vers +oo.

14. En toute rigueur, on devrait écrire Ve € R’ mais I'abus habituel d’écriture Ve > 0 sera
pratiqué dans tout l'ouvrage pour ce réel strictement positif sous-entendu aussi petit que 'on
veut.
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Théoréme

Soit (u,) une suite réelle.
Si (u,) tend vers £ € R U {—o00,+0cc} alors £ est unique et sera notée

lim w, ou lim u,.
n——+00

Définition
Soit (uy,) une suite réelle.

On dit que (uy,,) converge'® si (u,) admet une limite finie ¢ € R.

On dit qu’elle diverge!” sinon.

Dire qu’une suite (u,) diverge signifie : lim wu, = +o0o ou lim wu, = —oc ou
n—-+o00 n—-+4oo
(ur,) n’admet pas de limite (finie).

Par exemple, la suite (u,) = ((—1)") diverge car (u,) n’admet pas de limite.

Théoreme

Toute suite réelle convergente est bornée.

La réciproque de ce théoréme est fausse : il suffit pour s’en convaincre de reprendre
Pexemple précédent (u,) = ((—1)").

Théoreme
Soient A € R, (uy) et (vy,) deux suites réelles convergeant respectivement

vers £ € R et ¢/ € R. Alors
o (\u,, + v,) converge et lirf Ay, +vp) = M+
n—+00

o (u,vy,) converge et lim w,v, = 00 ;
oo

n—+
- Unp 18 Q Unp 14

o si ¢ #0, — converge ® et lim — = —;
Un, n—+oo v, A

e si (u,) est bornée et lim v, =0 alors lim w,v, =0.
n——+o0o n——+00

15. On écrira aussi up, —— £ ou uy, — £.
n—-+oo

16. ou est convergente.
17. ou est divergente.
18. On montre facilement que comme ¢ # 0, vy, ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
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Théoréme

Soient (u,) et (vy,) deux suites réelles convergeant respectivement vers deux
réels £ et ¢'. Si, & partir d’un certain rang, u, < v, alors £ < ¢'.

Ce théoréme est faux pour les inégalités strictes : si (un) = (1 — "Jlrl) et (vy) est
la suite constante égale a 1, pour tout n € N, on a u,, < v,, mais HI_P Uy = 1.
n—r+0oo
Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle convergeant vers un réel strictement positif.
Alors (u,) est strictement positive & partir d’un certain rang.

Théoréme (limite finie par encadrement)

Soient (uy), (v,) et (wy,) trois suites réelles.

Si, a partir d’un certain rang, u, < w, < v, avec (u,) et (v,) convergeant
vers la méme limite ¢ € R, alors (w,,) converge vers /.

Théoréme (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles vérifiant v,, > u,, & partir d’un certain

rang.
eSi lim wu, = +oco alors lim wv, = +o0.
n—-+0o0o n—-+0o0o
eSi lim w, =—occalors lim wu, = —o0.
n—-+oo n—-+o0o

1.4 Suites monotones et suites adjacentes

Théoréme de la limite monotone

Soit (u,) une suite réelle.
Si (uy,) est monotone alors (u,) admet une limite dans R U {—o0, +-00}.

Plus précisément *°

e si (u,) est croissante et majorée (respectivement croissante et non ma-

jorée), (u,) est convergente (respectivement lim w, = +00);
n—-+oo

e si (u,) est décroissante et minorée (respectivement décroissante et non
minorée), (u,) est convergente (respectivement lim wu, = —00).
n—-+oo
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Définition

On dit que deux suites réelles (u,) et (v,) sont adjacentes si (u,,) est crois-

sante, (v,,) décroissante et lim (v, — u,) =0.
n—-+o0o

Théoréme

Soient (uy) et (v,) deux suites adjacentes. Alors
e pour tout n € N, u,, < vy, ;
o (uy) et (vy,) sont convergentes et convergent vers une méme limite £ € R;

e pour tout n € N, u,, < £ < v,.

1.5 Traductions séquentielles

Théoréme

Si A est une partie non vide et majorée (respectivement non vide et minorée)
de R alors il existe une suite d’éléments de A convergeant vers la borne
supérieure de A (respectivement la borne inférieure de A).

Si A est une partie non vide et non majorée (respectivement non vide et
non minorée) de R, alors il existe une suite d’éléments de A de limite +o0o
(respectivement —oo).

Définition

Soit A une partie de R.
On dit que A est dense dans R si A rencontre tout intervalle ouvert non
vide de R c’est-a-dire si tout intervalle ouvert non vide de R contient au
moins un point de 429,

19. L’hypothése d’une suite réelle est capitale car ce théoréme devient faux par exemple avec
une suite de rationnels, qui méme décroissante et minorée, ne converge pas nécessairement vers
un rationnel. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (uy) définie par ug = 2 et pour
tout n € N, up41 = %(un + ul) Cette suite de rationnels est décroissante et minorée par 0 mais

n
ne converge pas vers un rationnel mais vers l'irrationnel V2.

20. On peut aussi dire plus simplement : A est dense dans R si entre deux réels distincts, il
existe au moins un point de A.
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Théoréme

Soit A une partie de R.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est dense dans R.
(i) Ve e R, Ve >0, Ja € A, |x — a| < e.

(iii) Pour tout réel z, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers .

Théoréme
Q, R\Q et D?! sont denses dans R.

Ainsi, on peut toujours trouver un réel entre deux rationnels (ou entre deux irra-
tionnels) distincts.

1.6 Extension aux suites complexes

Définition
Soit N € N. On appelle suite complexe?? toute application

u:{neN,n}N}—HC.

Comme pour les suites réelles, on prendra N = 0 sachant que tous les résultats
s’adaptent au cas général.

L’ensemble des suites complexes est noté CV.
Définition
Soit (u,) une suite complexe.
On dit que (u,,) admet 23> 24 une limite ¢ € C si

Ve>0,INeN, VneN, n >N = |u, — (| <e.

Comme pour les suites réelles, 'unicité de la limite éventuelle est assurée.

Une suite complexe (uy,) converge donc vers £ € C si la suite réelle (|u, — ¢|)
converge vers 0.

21. D est I’ensemble des décimaux c’est-a-dire I’ensemble des rationnels de la forme ou
pEZetneN.

22. On emploie aussi 'expression suite de complexes.

23. ou converge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont a connaitre.

24. Sous-entendu en +o0o ou quand n tend vers +oo.

P
om
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Définition
Soit (u,,) une suite complexe.

On dit (u,) converge?®® si (u,) admet une limite £ € C.

On dit qu’elle diverge?% sinon.

Théoréme

Soit (u,) une suite complexe.
Alors (u,,) converge vers ¢ € C si, et seulement si, les suites réelles (Re(u,,))
et (Im(uy,)) convergent respectivement vers Re(¢) et Im(¢).

De plus dans ce cas, on a ngrfw Uy = nll)r_{loo (Re(un)) + i nll)r_sr_loo (Im(un)).

Définition
Soit (uy,) une suite complexe. On dit que (uy,) est bornée si
dM e R, Vn € N, |u,| < M.

Une combinaison linéaire de suites complexes bornées est une suite complexe bor-

née de méme que le produit de deux suites complexes bornées.
Théoréme

Toute suite complexe convergente est bornée.

Théoreme
Soient A € C, (uy) et (v,) deux suites complexes convergeant respective-
ment vers £ € C et ¢/ € C. Alors

o (\uy, +vy,) converge et lim  (Au, +v,) = M+

n—-+oo
o (u,vy,) converge et lim w,v, = 00 ;
n—+00
1

esil #£0, n converge 2’ et lim Un _ Z.

U, n—too v, O’

e si (u,) est bornée et lim v, =0 alors lim w,v, =0.
n—-+oo n——+oo

25. ou est convergente.
26. ou est divergente.

27. On montre facilement que comme ¢’ # 0, v, ne s’annule pas & partir d’un certain rang.



24 1 ¢ Suites numériques

1.7 Suites extraites

Définition
Soit (u,) une suite réelle ou complexe. On appelle suite extraite® de (u,)
toute suite (uw(n)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

Une telle application ¢ est appelée extractrice.

(u2n), (usn), (u,2) sont par exemple des suites extraites de (uy,).
Une composée de deux extractrices ¢ et ¥ est une extractrice de sorte que (“(wow)(n))
est une suite extraite de (uy,).

Théoreme

Soit ¢ une extractrice.
Alors, pour tout n € N, p(n) > n.

Théoréme

Soit (u,) une suite complexe.
Si (uy) converge vers ¢ € C, toute suite extraite de (u,) converge vers /.

Soit (u,) une suite réelle.
Si (uy,) tend vers £ € R U {—o0, +00}, toute suite extraite de (u,) tend vers /.

Corollaire

Soit (u,) une suite complexe.
Si (u,) admet deux suites extraites convergeant vers des limites distinctes,
alors (uy,) diverge.

Soit (uy,) une suite réelle.
Si (uy,) admet deux suites extraites tendant vers des limites (finies ou infi-
nies) distinctes, alors (u,,) diverge.

Ce corollaire est tres utile : on montre ainsi aisément la divergence de la suite
complexe® (u,,) = (j) en considérant les deux suites extraites (usn) et (usn41)
convergeant respectivement vers 1 et j.

De méme la suite réelle (u,) = ((—1)") diverge car les deux suites extraites (ugy)
et (ugn41) convergent respectivement vers 1 et —1.

28. ou sous-suite.

29. j est le nombre complexe e2im/3,
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Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe. Si (uay,) et (ugn4+1) sont convergentes

et convergent vers la méme limite alors (u,) converge.
On a déja vu que toute suite convergente est bornée et que la réciproque est fausse.
On a néanmoins le théoreme suivant.

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe.
Si (uy,) est bornée, on peut extraire de (u,) une sous-suite convergente.

1.8 Suites arithmético-géométriques
Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe.
On dit que (u,) est arithmétique si®° : Ir € K, Vn € N, w1 = Uy + 7.
r est alors appelé la raison de la suite (uy,).

Théoréme

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r € K. Alors 3!
e Vn e N, u, =ug+nr;
sir =0, (u,) est constante;
o Si (uy,) est réelle alors ¢ sir > 0, (u,) est strictement croissante ;
sir <0, (uy,) est strictement décroissante.

Définition

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe.
On dit que (uy,) est géométrique si3? : g € K, Vn € N, uy11 = quy,.
q est alors appelé 3 la raison de la suite (uy,).

30. II est sous-entendu que r € R si (up) est une suite réelle et » € C si (up) est une suite
complexe.

31. Plus généralement, pour tout (n,p) € N2, up, = up + (n — p)r.

32. Il est sous-entendu que ¢ € R si (uy) est une suite réelle et ¢ € C si (un) est une suite
complexe.

33. Siup = 0, on ne peut pas parler de raison de la suite (u,) car alors, pour tout ¢ € K, (uy)
est la suite nulle.
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Théoréme

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ € K. Alors 34

e Vn e N, u, = q"ug.
si ¢ =1, (u,) est constante;

© Si (uy,) est réelle alors ¢ si g > 1, (uy,) est strictement croissante ;
si0< g <1, (u,) est strictement décroissante.

Théoréme

Soit (uy,) = (q") ol g € R. Alors
e si g =1, (u,) est constante égale & 1 donc converge vers 1;
esig>1 lim w,=4oc0;
n—-+oo
esi —1<¢g<1, lim wu,=0;
n——+00

e sig < —1, (u,) n’a pas de limite donc diverge.

Théoréme

Soit (uy,) = (q”) ou g € C. Alors
e si g =1, (u,) est constante égale & 1 donc converge vers 1;
esilg/ <1, lim w,=0;
n—-+4oo

e dans tous les autres cas, (u,) diverge.

Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe.

On dit que (u,,) est arithmético-géométrique si>°

I(q,r) €K, Vn €N, upy1 = qu, + 7.

Comme pour les suites géométriques et arithmétiques, il existe une formule géné-
rale donnant 'expression de (u,) en fonction de n mais elle n’est pas a retenir.
La méthode pour déterminer wu, en fonction de n dans le cas ou (u,) n’est pas
géométrique (g # 1) est la suivante : on résoud ’équation a = ga + r d’inconnue
a € K puis on vérifie que la suite (v,) = (u, — a) est géométrique de raison q.

34. Plus généralement, si ¢ # 0, pour tout (n,p) € N2, up, = ¢ Puyp.
35. Sir =0, on retrouve la notion de suite géométrique et lorsque ¢ = 0, on retrouve celle de
suite arithmétique.
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1.9 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition
Soit (u,) une suite réelle ou complexe
On dit que (uy,) est récurrente linéaire d’ordre 2 si>¢
J(a,b) € K2\{(0,0)}, Vn € N, upi2 + auyqq + bu, = 0.

L’équation 72 + ar + b = 0 est appelée équation caractéristique de (uy,).

Distinguons a présent le cas réel du cas complexe dans les théoremes qui suivent.

Théoreme
Soit (uy) une suite réelle récurrente linéaire d’ordre 2 et notons A le dis-
criminant de son équation caractéristique.

e Si A > 0, 'équation caractéristique admet deux racines réelles ry et 7o
distinctes et
I\, 1) € R?, Vn €N, u, = Mr] + prd.

e Si A =0, I"équation caractéristique admet une racine réelle r et
I\ p) €R?, Vo €N, u, = (An+ p)r".

e Si A < 0, I’équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées re? et re =% et

(A, p) €R?, Vn €N, u, = ((Acos(nb) + psin(nd))r™.

Théoréme

Soit (uy) une suite complexe récurrente linéaire d’ordre 2 et notons A le
discriminant de son équation caractéristique.

e Si A # 0, I’équation caractéristique admet deux racines complexes rq
et ro distinctes et

I\, ) € C?%, Yn €N, u, = M + prd.
e Si A = 0, I"équation caractéristique admet une racine complexe r et

I\, p) € C?, Vn €N, u, = (An+ p)r".

36. On suppose dans cette définition que (a,b) # (0,0) car sinon, (uy) est la suite nulle dés
que n > 2.
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1.10 Suites récurrentes u, .1 = f(uy,)

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

On dit que I est stable par f si f(I) C I c’est-a-dire si
Veel, f(x) el.

On dit que = € I est un point fize de f si f(z) = x.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers R.
Si I est stable par f, il existe une unique suite (u,) telle que

ug = a et, pour tout n € N, up 1 = f(uy).

De plus, pour tout n € N, u,, € I.

Le théoreme qui suit rassemble les propriétés a connaitre sur la monotonie et la
limite éventuelle de ce type de suites.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I, f une fonction de I vers R tels que I est
stable par f et (u,) définie par uy = a et, pour tout n € N, w11 = f(un).

e Si, pour tout = € I, f(x) > x (respectivement f(x) < ), (u,) est
croissante (respectivement décroissante).

e Si f est croissante sur I, (u,) est monotone 37.

e Si f est décroissante sur I, (u2,) et (uzni1) sont monotones 3%.

e Si (uy,) converge vers £ € I et si f est continue en ¢ alors ¢ est un point
fixe de f.

37. Plus précisément, si ug < u1, (un) est croissante et si ug > u1, (un) est décroissante.
38. et de sens de variations contraires. Plus précisément, si ug < ua, (u2y,) croissante et (u2yn41)
décroissante, et si ug = ug, (u2n) décroissante et (uzn41) croissante.



Fonctions
numériques d’une
variable réelle

Ce chapitre aborde I’étude des fonctions numériques! d’une variable réelle, plus
précisément des fonctions définies sur une partie de R a valeurs dans R ou C.

A partir de la section 3, les fonctions sont définies sur un intervalle? de R non
vide et non réduit a un point et sont d’abord, dans la premiere section, a valeurs
réelles. La seconde section propose d’étendre certaines des notions a des fonctions
a valeurs complexes. Par la suite, sauf cas particuliers?, les fonctions seront &
valeurs dans K = R ou C.

2.1 Rappels du vocabulaire usuel sur les fonctions

Soit X une partie non vide? de R.

On dira par la suite que f est une fonction de X vers K si f est définie sur X a
valeurs dans K c’est-a-dire, pour tout z € X, f(z) est définie® et f(x) € K.

Lorsque K = R (respectivement K = C), on parle de fonction réelle (respective-
ment fonction complexe).

Lorsque f est une fonction de X vers K, on emploiera parfois la notation

X — K

f:X—K ou f{x — f@)

1. Le terme numérique fait référence a ’espace d’arrivée en I’occurrence R ou C.

2. Le programme officiel de MPSI restreint 1’étude des notions de ce chapitre a des intervalles,
sachant que ces notions s’étendent & des ensembles qui ne sont pas nécessairement des intervalles
mais des parties quelconques de R non vides et non réduit a un point.

3. comme par exemple les paragraphes énoncant les principaux théorémes sur la continuité
ou la dérivabilité.

4. Toutes les parties de R de cette section seront considérées comme non vide.

5. Autrement dit, le domaine de définition de f est X.
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Définition

Soient (O, i’,f) un répere du plan, X une partie de R et f une fonction de
X vers R. On appelle graphe® de f la courbe du plan d’équation y = f(z)
c’est-a-dire I'ensemble noté I'y ou Cy défini par”

Ly={(z,y) € R zeXety= f(x)}.

Définition
Soient X une partie de R, A une partie de X et f une fonction de X vers K.
On appelle restriction de f a A la fonction de A vers K, notée f|4, définie

ar

P vz € A, fia(x) = f(x).

On appelle prolongement (ou extension) de f &Y D X toute fonction g
de Y vers K vérifiant vz e X, gx) = f(a).

Définition
Soient A € K, X une partie de R et f et g deux fonctions de X vers K.
Alors Af+g et fg sont deux fonctions de X vers K définies pour tout z € X

par (Af + g)(z) = Mf(z) + g(z) et (fg)(x) = f(x)g(x).

Définition
Soient X et Y deux parties de R, f une fonction de X vers R telle que®

f(X) CY et g une fonction de YV vers K.
Alors g o f est une fonction de X vers K définie pour tout = € X par

(9o f)(x) =g(f(x)).

Définition

Soient 7' € R* , X une partie de R et f une fonction de X vers K.

On dit que f est paire si, pour tout x € X, —z € X et f(—x) = f(z).

On dit que f est ¢émpaire si, pour tout z € X, —x € X et f(—z) = —f(x).
On dit que f est T-périodique si, pour tout x € X, e +T € X, 2 —T € X
et f(x +T) = f(x). On dit alors que T est une période? de f.

© o N o

ou courbe représentative de f.

noté aussi I'y = {(x,f(z)), x € X}

Lorsque f(X) C Y, on dit que f est d valeurs dans Y.

En général T n’est pas unique sauf si par exemple f est continue et non constante sur X.
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Théoréme

Soient (O, 7, j) un repere du plan, X une partie de R et f une fonction de
X vers R.

e Si f est paire, son graphe est symétrique par rapport a l’axe des or-
données.

e Si f est impaire, son graphe est symétrique par rapport a O.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.

On dit que f est croissante si : V(x,y) € X2, v <y = f(x) < f(y).
On dit que f est décroissante si : V(z,y) € X2, 2 <y = f(z) > f(y).
On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante.

Les définitions de f strictement croissante (respectivement décroissante) s’ob-
tiennent en remplacant dans chacune des définitions ci-dessus les inégalités larges
par des inégalités strictes.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.
On dit que f est majorée si: AM € R, Vo € X, f(x) < M.
Le réel M est alors appelé un majorant de f.

On dit que f est minorée si : Im € R, Vx € X, f(z) = m.
Le réel m est alors appelé un minorant de f.

On dit que f est bornée si f est majorée et minorée 10,

Définition
Soient X une partie de R, a € X et f une fonction de X vers R.

On dit que f admet un mazimum en a si, pour tout x € X, f(z) < f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le mazimum de f, noté ma;((f(x) ou max I
xE

On dit que f admet un minimum en a si, pour tout = € X, f(z) > f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le minimum de f, noté mi)r{l f(z) ou m)}nf.
xTE

10. On montre aisément que f bornée équivaut & | f| majorée.
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2.2 Compléments sur les fonctions usuelles

Les fonctions puissances x — 2 (ou € R ), exponentielle, logarithme népérien

et trigonométriques sin, cos et tan sont supposées connues L

Définition (fonction partie entiére)

On appelle fonction partie entiéere la fonction de R vers R définie pour tout
x € R par le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

La partie entiére d'un réel z sera notée |x].

Par exemple, |7] =3 et |—7| = —4.

Théoréme (caractérisation de la partie entiére)

Soit « € R. Alors
e || est 'unique entier relatif tel que |z] <z < |z] +1;

e |z| est I'unique entier relatif tel que z — 1 < |z] < @.

3+ o———(
2 4 o———(
1+ o———(

i | | ® ¢ i i R

-3 -2 —1 0 1 2 3 4
—
o———(
o——(

11. On trouvera les formules trigonométriques usuelles page 414.
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Définition (fonctions hyperboliques)

On appelle sinus hyperbolique, notée sh, la fonction de R vers R définie pour
tout = € R par

On appelle cosinus hyperbolique, notée ch, la fonction de R vers R définie
pour tout x € R par
et +e "

2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction de R vers R définie
pour tout x € R par

ch(z) =

th(z) = sh(z)

ch(z)’

Y

sh

-2 -1 01 2

Théoréme (propriétés des fonctions hyperboliques)

e La fonction sh est impaire, croissante sur R et pour tout =z € R,

(sh)’(z) = ch(z).

e La fonction ch est paire, croissante sur R, décroissante sur R_ et pour
tout = € R,
(ch)'(z) = sh(z).
e La fonction th est impaire, croissante sur R et pour tout = € R,
1

(th)'(z) = T L th?(x).

e Pour tout x € R, ch?(z) — sh?(z) = 1.
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Définition (fonctions réciproques des fonctions trigonométriques)

La fonction sinus est bijective de [fg, g] vers [—1,1]. Sa bijection réci-
proque est appelée 12 arcsinus et notée arcsin : [-1,1] — [—g, g}

La fonction cosinus est bijective de [0, 7] vers [—1, 1]. Sa bijection réciproque
est appelée arccosinus et notée arccos : [—1,1] — [0, 7].
La fonction tangente est bijective de } — 5% [ vers R. Sa bijection réciproque

est appelée arctangente et notée arctan : R —» ]—g, 3 [

N

[SIE

arcsin

1 4 arccos arctan
-1 0 1 ; ; T

SE]

Théoréme (propriétés de la fonction arcsinus)

e arcsin(0) = 0, arcsin(}) = %, arcsin(‘/Ti) =1 arcsin(‘/T‘;’) = 3 et

s

5.

e La fonction arcsinus est impaire, croissante sur [—1,1] et, pour tout
x e]-1,1], 1

V1—22

{ Pour tout x € [—1,1], sin(arcsin(z)) = z.

I,
Pour tout z € [—%, %], arcsin(sin(ac)) =z.

arcsin(1) =

(arcsin)’(z) =

12. Le nom arcsinus vient du fait que arcsin(z) est 'arc de [—%, 5] dont le sinus est z.
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Théoréme (propriétés de la fonction arccosinus)

e arccos(0) = 3, arccos(3) = 3, arccos(‘g) =T arccos(‘/Tg) = Z et
arccos(1) = 0.

e La fonction arccosinus est décroissante sur [—1, 1] et, pour tout z € |—1, 1],

1
V1—z%

{ Pour tout « € [—1,1], cos(arccos(z)) = .
[ ]

Pour tout « € [0, 7], arccos(cos(z)) = z.

(arccos)(z) = —

e Pour tout = € [~1, 1], arccos(z) + arcsin(z) = 7.

Théoréme (propriétés de la fonction arctangente)

e arctan(0) = 0, arctan(\%) =Z arctan(v3) = I et arctan(l) = Z.
e La fonction arctangente est impaire, croissante sur R et, pour tout x € R,

1
1422

(arctan)’(z) =

{ Pour tout € R, tan(arctan(z)) = .

Pour tout z € |—%, %[, arctan(tan(z)) = .

2.3 Limite d’une fonction en un point

Définition

On appelle 13 14, 15
(a,b) € R2.

On appelle intervalle de R, toute partie I de R vérifiant

segment de R toute partie de R de la forme [a,b] ou

V(a,b) € I* tel que a < b, [a,b] C 1.

13. Pour tout a € R, le singleton {a} est considéré comme un segment réduit & un point.

14. [a,b] ={z € R, a < x < b}.

15. Dans toute la suite, dans 1’écriture [a,b], il est sous-entendu que a < b de sorte que par
exemple Iécriture [1, 0] sera proscrite.
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Mis & part R et ), si a et b sont deux réels, tout intervalle de R est de I'une des
formes suivantes :
la,b ={z €R, a<z <b};[a,+o0] ={z R, 2 >a};
]a,b}:{xER, a<x<b};]—oo,b}:{9:ER, xgb};
Ja,+oo[ = {z €R, 2 >a};]-00,b[ ={z €R, z <b};
[a,b]:{zeR, aéxéb};}a,b[:{xeR, a<x<b}.
Définition
Soit (a,b) € R%
On dit qu'un intervalle !¢ de R est ouvert s'il est de la forme ]a, b, ]a, +-oc],
|—00,b[, @ ou R.
On dit qu'un intervalle de R est fermé §’il est de la forme [a,b], [a,+00],
|—00,b], O ou R.

On dit qu’un intervalle de R est semi-ouvert s'il est de la forme [a,b] ou
|a, b].

Définition

On dit qu’'une partie V' de R est un voisinage d’un réel a s’il existe un réel
a>0telque'” Ja—a,a+a[CV.

On dit qu'une partie V' de R est un woisinage de +oo s’il existe un réel A
tel que JA, +oo[C V.

On dit qu’une partie V' de R est un voisinage de —oo s’il existe un réel A
tel que |—oo0, A[C V.

Définition

Soit I un intervalle de R.

On dit que!® a € RU{—00,+00} est un point adhérent'® & I si?° tout
voisinage de a rencontre I c’est-a-dire si tout voisinage de a contient au
moins un point de I.

On dit que a € R est un point intérieur de I si?! I est un voisinage de a
c’est-a-dire 8’1l existe un réel o > 0 tel que Ja — a,a + [ C I.

16. () et R sont a la fois ouverts et fermés.

17. En particulier, pour tout réel a > 0, Ja — o, a + o est un voisinage de a.

18. RU {—o00, 400} se note aussi R et est appelé droite numérique achevée.

19. La notion de point adhérent n’est pas indispensable & la compréhension de ce chapitre. Elle
n’interviendra donc qu’en notes de bas de page.

20. a € RU{—o00,+0o0} adhérent a I signifie en termes simples que a est un point de I ou une
extrémité finie ou infinie de I.

21. a point intérieur de I signifie en termes simples que a est un point de I mais pas une
extrémité de I.
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Par exemple +o0o et 0 sont adhérents & ]0,4+o0c[. 1 n’est pas un point intérieur de
[0,1], ni de [0, 1] mais tout réel x €]0, 1[ est un point intérieur de [0, 1].

Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit 22 @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet une limite finie en a si

HeR, Ve>0,3a>0,Veel, z—al<a=|f(z) (| <e.

2. On dit que f admet une limite finie en 400 si
HeR,Ve>0,JAcR, Voel, s> A= |f(z)—{| <e.
On dit que f admet une limite finie en —oo si

HeR, Ve>0, AR, Voel, 2 < A= |f(z)—{| <e.

Ainsi, dire que f admet une limite en a signifie : il existe ¢ € R tel que ’écart entre
f(z) et £ peut étre rendu aussi petit que 1’on veut pourvu que z soit suffisamment

proche de a. La premiere définition ci-dessus peut également s’écrire de maniere
équivalente de la facon suivante :

HeR, Ve>0, Ja>0,Veel, x€la—a,a+a[= f(z) €]l —e,l+¢l
Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f tend vers +00 en a si??

VAER, Ja>0, Ve el, |[x —a|] <a= f(z) > A.

2. On dit que f tend vers +00 en 400 si?*
VAeR, 3BeR, Ve eI, v > B = f(x) > A.
On dit que f tend vers 400 en —oo si

VAeR, 3BeR, Vzel, z < B= f(x) > A.

Une fonction f peut donc admettre une limite finie ou infinie en a mais aussi ne
pas avoir de limite (cf. exemple page 39).

22. On pourrait aussi dire : soit a un réel adhérent a I.

23. La définition de f tend vers —oo en a est analogue en remplagant simplement f(z) > A
par f(z) < A.

24. La définition de f tend vers —oco en 400 est analogue en remplagant simplement f(z) > A
par f(z) < A.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point ?® de I
ou une extrémité finie ou infinie de 7. Si f admet une limite finie en a alors
celle-ci est unique et sera notée 2% lim f ou lim f(x).

a Tr—ra

Si f est définie en a et admet une limite finie en a alors lim f = f(a).
a

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de a s’il existe
a > 0 tel que f vérifie cette propriété sur I Nja — a,a + af.

2. On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de +oc0 s’il existe
A € R tel que f vérifie cette propriété sur I N]A, +ool.
On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de —oo s’il existe
A € R tel que f vérifie cette propriété sur I N]—oo, A[.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de [
ou une extrémité finie ou infinie de I.
Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de I

ou une extrémité finie de I.
1. On dit que f admet une limite finie ¢ gauche en a si?”
A eR, Ve >0, Ja>0, Vx e, a—a<x<a:>|f(a:)—€| <e.

Elle sera alors notée lim f ou lim f(z) ou lim f(z) ou encore f(a™).
a— —a— i

z<a

2. On dit que f admet une limite finie a droite en a si

T
28

HeER, Ve>0,3a>0,Veel, a<z<ata= |f(z)—{ <e.

Elle sera alors notée lirllf ou lim+ f(z) ou lim f(z) ou encore f(a®).
a T—a e

25.
26.
27.
28.

On peut aussi dire : soit a un point de R U {—o0, +oo} adhérent & I.
Si ¢ désigne cette limite, on écrira également f — ¢ ou f(xz) —— L.
a r—a

Autrement dit : la restriction de f & I N]—o00,a[ admet une limite finie en a.
Autrement dit : la restriction de f & I NJ]a,+o0o[ admet une limite finie en a.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de [

ou une extrémité finie de 1.

1. On suppose que f est définie en a. Alors f admet une limite finie £ € R
en a si, et seulement si, f admet une limite finie a gauche et a droite
en a égales a f(a).

2. On suppose que f n’est pas définie en a. Alors f admet une limite finie
¢ € R en a si, et seulement si, f admet une limite finie a gauche et a
droite en a égales a /.

Donnons deux exemples de ce théoreme.

R — R R* — R

1 sizx=0 etg:{

. r +— 1
0 sinon

Soient f : . {

On a f(0) =1 et des limites & droite et & gauche de f en 0 égales & 0 # f(0).

Donc f n’a pas de limite en 0. D’autre part, g n’est pas définie en 0, admet des

limites a gauche et a droite égales a 1 donc g admet 1 comme limite en 0.

Théoréme (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R, a un point de I ou
une extrémité finie ou infinie de I et £ € R U {—o0, +00}.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lim f(xz) =¢.
r—a
(ii) Pour toute suite (z,) de I convergeant vers a, la suite (f(z,))
converge vers /.

Théoréme (combinaison linéaire, produit et quotient des limites)

Soient I un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, A € R, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies
L et ¢ en a. Alors

e \f + g admet une limite finie en a et lim (\f + g) = M + ¢';
e fg admet une limite finie en a et lim fg = £¢';

esil #£0, % admet 2% une limite finie en a et lim§ =£.
a

29. On montre facilement que comme ¢’ # 0, g ne s’annule pas au voisinage de a.
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Théoréme (composition des limites)

Soient [ et J deux intervalles de R, f une fonction de I vers R telle que
f(I) € J, g une fonction de J vers R, a un point de I ou une extrémité
finie ou infinie de I. Si lim f = b alors

e b est un point de J ou une extrémité finie ou infinie de J ;

o si lil{ng = ( alors lim(g o f) = .

Enoncons le théoréme relatif au passage a la limite dans des inégalités larges.

Théoréme

Soient [ un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies £ et ¢’
en a.

Si au voisinage de a, f < g, alors £ < £'.

Ce théoreme devient faux pour les inégalités strictes : on a par exemple pour tout

reR%, 11— fl, < 1 mais lim 1-— 1y = 1 n’est pas strictement inférieure a 1.
’ T x
I*}+OO

Théoréme (limite finie par encadrement)

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f, g et h trois fonctions de I vers R.

Si3% au voisinage de a, f < h < g avec limf = £ € R et limg = ¢ alors
a a

limh = £.

a

Théoréme (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient I un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R vérifiant g > f au voisinage de a.
e Si lim f = 400 alors lim g = +o0.
a a

e Si lim g = —oo alors lim f = —oo.

30. L’hypothese sera le plus souvent : pour tout = € I, f(z) < h(z) < g(z) mais cette inégalité
seulement au voisinage de a est suffisante pour aboutir & la conclusion.
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Théoréme de la limite monotone

Soient a € RU {—oc0}, b € RU {+0o0} tels que a < b et f une fonction de
la, b[ vers R monotone. Alors

e lim [ et lign f existent et sont finies ou infinies 3! ;
a

e pour tout ¢ € |a, b, lim f et ligrnf existent et
s C
lim f < f(e) < ligrnf si f est croissante
c— C

lir+n f < f(c) <limf sif estdécroissante.
C @

2.4 Extension aux fonctions a valeurs complexes

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de I
ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet une limite finie £ € C en a

Ve>0, Ja>0, Vo el, [z —a|<a=|f(z)— (| <e.

L’unicité de cette éventuelle limite se démontre de la méme maniere que le cas
d’une fonction a valeurs réelles.

De méme, on peut étendre la notion de limite en +00 et —oo avec exactement la
méme définition que pour les fonctions a valeurs réelles a ceci pres que | flx)—¢ |
désigne désormais le module de f(z) — £.

En revanche, la notion de limite infinie n’a plus de sens dans C.

Lorsque f est une fonction de I vers C, on définit les fonctions Re(f) et Im(f)
de I vers R pour tout z € I par

(Re(f))(2) = Re(f(z)) et (Im(f))(x) = Im(f(x)).

Ces deux nouvelles fonctions & valeurs réelles vérifient : f = Re(f) + ¢ Im(f).

31. Plus précisément, dans le cas par exemple d’une fonction f croissante, lim f est finie (et
a
égale & la borne inférieure de f sur ]a, b[) si f est minorée et égale & —oo sinon; lim f est finie
b

(et égale a la borne supérieure de f sur |a, b[) si f est majorée et égale & 400 sinon. Ce théoréme
est en fait I’analogue pour les fonctions du théoréme de la limite monotone pour les suites :
toute suite réelle croissante (respectivement décroissante) et majorée (respectivement minorée)
converge.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de [
ou une extrémité finie ou infinie de 1.

lim Re(f) = Re(¢)
Alors liglf = { € C si, et seulement si, litlln Im(f) = Im(¢)

a

On peut également étendre la notion de fonction bornée d’une fonction f de [
vers C de la fagon suivante : f est bornée sur I si

3K € Ry, Yz € I, |f(z)] < K.

avec | f(z)| qui désigne désormais le module de f(x).

Comme pour le cas d’une fonction a valeurs réelles, toute fonction d’un intervalle I
a valeurs complexes admettant une limite finie en un point a de I (ou une extrémité
finie ou infinie de I) est bornée au voisinage de a.

Les notions de limite a gauche et a droite sont également étendues de méme que
la caractérisation séquentielle de la limite.

2.5 Continuité

A partir de maintenant, K désigne R ou C.
Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et ¢ € I. On dit
que3? f est continue en a si lim f = f(a) c’est-a-dire si
a

Ve >0, 3a>0,Vzel, [z —a| <a=|f(z)— f(a)] <e.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Contrairement a la définition de la limite d'une fonction f de I vers K en un point
a ou a n’est pas nécessairement un point de I, la notion de continuité en un point
a n’a pas de sens si ce point n’est pas dans I.

En vertu du théoréme page 38, on pourrait simplement donner comme définition
de la continuité de f, I'existence d’une limite finie de f en a.

32. Il existe des fonctions qui ne sont continues en aucun point de R. C’est le cas par exemple

de la fonction caractéristique de Q, appelée également fonction de Dirichlet et notée parfois 1g,
R — R

définie par : . ’_>{1 si z€Q

0 sinon
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a € I.

Alors f est continue en a (respectivement sur I) si, et seulement si, les fonc-
tions & valeurs réelles Re(f) et Im(f) sont continues en a (respectivement
sur I).

Définition (prolongement par continuité)

Soient I un intervalle de R, a un réel n’appartenant pas a I et f une fonction
de I vers K.

On dit que f est prolongeable par continuité en a si lim f existe et est finie.
a

On définit alors le prolongement fde f, continu sur I U {a}, défini par
IU{a} — K
I flx) siz+#a
: .

x . .
lim f sinon
a

sin(x) d

Par exemple, la fonction f @z — —

continuité en 0 car li(I)n f=1

éfinie sur I'intervalle R se prolonge par

Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I.
On dit que f est continue d gauche en a silim f = f(a).
pres
On dit que f est continue d droite en a si lim f = f(a).
a
Par exemple la fonction partie entiére?® est continue & droite en 1 mais n’est pas
continue a gauche en 1 car [1] =1 et lim |z] =0# [1].
r—1—

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I qui n’est pas une extrémité de I et f une
fonction de I vers K. Alors f est continue en a si, et seulement si, f est
continue a gauche et a droite en a.

Donnons a présent la caractérisation séquentielle de la continuité en un point.

33. On rappelle que la fonction partie entiére, notée |- | est définie pour tout x € R par
le plus grand entier relatif inférieur ou égal & z. Elle vérifie en particulier pour tout =z € R :
lz] <z < |z|+1.
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nouveaux programmes de mathématiques £, ‘
des classes préparatoires aux grandes écoles N
comme ceux des deux premiéres années de
Licences scientifiques.
Il s’avérera également trés utile aux candidats au Capes
de mathématiques.

Le livre est divisé en trois parties : analyse, algébre et
probabilités. Un index détaillé permet a I'étudiant de trouver
immédiatement I'information recherchée. En fin d’ouvrage
sont rassemblés un formulaire de trigonométrie, les dérivées
et primitives usuelles ainsi que les développements limités et
les développements en séries entiéres classiques. Remarques,
exemples et contre-exemples, viennent compléter 'ensemble.
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